
 

Solutions périodiques des systèmes différentiels 

ordinaires polynomiaux perturbés  

et bifurcation de Hopf 

 

  يالعلم والبحث العالي التعليم وزارة         

BADJI MOKHTAR-ANNABA 

UNIVERSITY  

UNIVERSITE BADJI 

MOKHTAR-ANNABA 

 مختار  باجي جامعة

 - عنابة -

 

Faculté des Sciences  

Département de Mathématiques 
 

 
 

THÈSE 
 

Présentée en vue de l’obtention du diplôme de Doctorat 

 

 

 

 

 

 

 

Filière : Mathématiques Appliquées 

Spécialité : Mathématiques Appliquées 

Présentée par :

BOUAZIZ Chamseddine

Année : 2024/2025 
 

DIRECTEUR DE THÈSE:  MAKHLOUF Amar            Prof.            U.B.M. ANNABA

Devant le jury :

PRESIDENT:  LAOUAR Abdelhamid      Prof.  U.B.M. ANNABA 

EXAMINATEUR :  HADIDI Elbahi          Prof.  U.B.M. ANNABA 

EXAMINATEUR :  MENACEUR Amor      M.C.A  U. GUELMA

EXAMINATRICE :  BOULFOUL Amel        M.C.A  U. SKIKDA



Table des matières

Remerciements iii

اھداء iv

Résumé v

ملخص vi

Abstract vii

Introduction viii

1 Notions Préliminaires 1

1.1 Systèmes dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Systèmes différentiels polynomiaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 Solution d’un système différentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.4 Point d’équilibre et linéarisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.4.1 Point d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.4.2 Linéarisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4.3 Classification des points d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.5 Stabilité des points d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.6 Orbites périodiques et cycles limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.6.1 Orbites périodiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.6.2 Cycles limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.7 Stabilité des cycles limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.8 Existence des cycles limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.9 Ensemble isochrone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.10 Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.11 Bifurcation de Hopf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9



1.12 Bifurcation zéro-Hopf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Systèmes de Lotka-Volterra 12

2.1 Modèle prédateurs-proies de Lotka-Volterra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1.1 Nature des points d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Espèces en compétition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 Bifurcation du cycle limite à partir d’un équilibre zéro-Hopf pour une classe
de systèmes de Kolmogorov tridimensionnels 19

3.1 Introduction et énoncés des principaux résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2 Théorie de moyennisation pour les orbites périodiques . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.3 Preuve de la proposition 1 et du théorème 3.1.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4 Bifurcation zéro-Hopf dans un système différentiel polynômial quartique
dans R4 utilisant la théorie de moyennisation du 3ème ordre 54

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.2 Théorie de moyennisation du premier, deuxième et troisième ordre . . . . . . . . 56

4.3 Preuve du théorème 4.1.1 et du corollaire 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Conclusion et Perspectives 68

Bibliographie 69

Annexe 72



Remerciements

”Alhamdulillah” , je loue Allah pour sa grandeur et de m’avoir
donné la force et le courage pour terminer cette thèse.

Je serai toujours reconnaissant envers mon directeur de thèse, le
professeur Amar Makhlouf de l’Université Badji
Mokhtar-Annaba, pour sa précieuse supervision, son orientation et
ses encouragements. Je tiens aussi à exprimer ma sincère gratitude
pour sa gentillesse, son soutien bienveillant et ses conseils tout au
long de ma préparation de cette thèse. Merci beaucoup, professeur.

Je tiens à remercier Pr. Abdelhamid Laouar, de l’Université
Badji Mokhtar-Annaba, pour l’honneur de présider le jury de cette
thèse. Je tiens également à remercier les membres du comité
d’évaluation : Pr. Elbahi Hadidi de l’Université Badji
Mokhtar-Annaba, Amor Menaceur de l’Université de Guelma, et
Amel Boulfoul, de l’Université de Skikda, pour avoir fait partie de
ce jury.

iii



اھداء

.
�
èñ¢

	
k É¿ ú




	
¯ ú



Í A

�	
Kñ«ð @

�
Y

	
J� A

�
ÓðX A

	
K A¿ 	áK


	
YÊË @ , ú




�
GAJ
k �@Q�.

	
K ,

	á�
J. �
J. m
Ì'@

��ø



YË@ð úÍ@



. ú


æ
.
Ê
�
¯ úÍ@



�A

	
JË @ H. Q

�
¯


@ð H. PYË@ ú



¾K
Qå

�
� , 	áK


	QK

	QªË@

��ø



�
ñ

	
k



@ úÍ@




. A �Ü


ß@X AîE. Q

	
j

�
J
	
¯


@ ú




�
æË @

�
èQ�
J.ºË@ ú




�
æÊ



KA« , Ð@QºË@ ú



Îë



@ úÍ@




.
	
à 	QmÌ'@ð hQ

	
®Ë @

�
HA

	
¢mÌ ú




	
¯ ú



æ
.

	
K Am.

�'
. @ñ

	
®

�
¯ð 	áK


	
YË @ , ZAJ


	
¯ð



B@ ù






KA

�
¯Y�



@ úÍ@




. ú



	
æK
ñº

�
K ú




	
¯ ÑîD�



@ð ú




�
GAJ
k ú




	
¯

�
éÒ��. ¼Q

�
K 	áÓ É¿ , ú




	
¯PAªÓ úÍ@




. Ñî
�
EAîD
k. ñ

�
K 	áÓ

�
HY

	
®
�
J�@ð ÑêÒÊ« 	áÓ

�
IÊî

	
E 	áK


	
YË @ , É

	
�A

	
¯



B@ ú




�
G

	
Y

�
KA�



@ úÍ@




. ÉÒªË@ @
	
Yë

�
�J


�
®m�

�
' ú




	
¯ PðX éË

	
àA¿ 	áÓ É¾Ëð , YJ
ªK. ð



@ I. K
Q

�
¯ 	áÓ ú




	
GY«A� 	áÓ É¿ úÍ@




. I. Ê
�
®Ë @ 	áÓ A

�
�ËA

	
g ÉÒªË@ @

	
Yë ø



Yë



@ , ÕºªJ
Ô

g
.

úÍ@



iv



Résumé

Le but de cette thèse est de déterminer des conditions suffisantes
de l’existence de solutions périodiques dans certains systèmes diffé-
rentiels perturbés par un petit paramètre ε, en utilisant la théorie de
la moyennisation.

Pour cela, nous étudions le problème de la détection de cycles li-
mites issus d’un équilibre zéro-Hopf, pour une classe de systèmes de
Kolmogorov de degré 3 dans R3, en appliquant la théorie de moyen-
nisation du premier ordre, ainsi que pour un système différentiel de
degré 4 dans R4, en utilisant la théorie de moyennisation du troisième
ordre.

Enfin, nous illustrons les résultats obtenus par des exemples concrets.
Tous les calculs réalisés dans cette thèse sont effectués à l’aide des
logiciels "Maple et Mathematica".

Mots-clés : Cycle limite, Solution périodique, Système de Kolmogo-
rov, Système différentiel, Théorie de moyennisation.
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Abstract

The objective of this thesis is to identify sufficient conditions of the
existence of periodic solutions in specific differential systems which
are perturbed by a small parameter, using averaging theory.

We address the challenge of detecting limit cycles emerging from a
zero-Hopf equilibrium within a class of Kolmogorov systems of degree
3 in R3, using first-order averaging theory, as well as for a differential
system of degree 4 in R4,using third-order averaging theory.

Finally, we illustrate the results through concrete examples. We
note that all computations performed in this thesis were carried out
using the software "Maple and Mathematica".

Keywords : Averaging theory, Differential system, Kolmogorov sys-
tem, Limit cycle, Periodic solution.
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Introduction

Les systèmes dynamiques jouent un rôle central dans la modélisation de nombreux phéno-
mènes naturels et sociaux. Ils décrivent comment l’état d’un système évolue au fil du temps
en fonction de certaines lois ou équations, qu’elles soient déterministes ou stochastiques. Ces
systèmes sont généralement définis par des équations différentielles ou des équations aux diffé-
rences d’évolution.

En fonction de leur comportement et de leur sensibilité aux conditions initiales, les systèmes
dynamiques peuvent être classés en plusieurs catégories

• Systèmes dynamiques continus (Systèmes à temps continu) : Ces systèmes évoluent de
manière continue dans le temps et sont décrits par des équations différentielles [45, 53].
Exemple : Le mouvement d’un pendule.

• Systèmes dynamiques discrets (Systèmes à temps discret) : Les systèmes évoluent à des
intervalles de temps discrets et sont décrits par des équations aux différences [1].
Exemple : Les modèles de croissance démographique.

• Systèmes stochastiques : Ces systèmes intègrent des éléments aléatoires, rendant leurs
évolutions futures incertaines même si les conditions initiales sont connues [53].
Exemple : Le mouvement brownien.

En outre, il est possible de classer les systèmes dynamiques selon leur prévisibilité :

I Déterministes : Ces systèmes sont entièrement déterministes, et si les conditions initiales
sont bien connues, il est possible de prévoir avec précision leur comportement futur [33, 40].
Exemple : Le mouvement des planètes dans le système solaire.

I Semi-déterministes : Ces systèmes montrent un comportement prévisible à court terme,
mais deviennent imprévisibles sur le long terme en raison de leur sensibilité aux conditions
initiales [1, 33].
Exemple : Les prévisions météorologiques, qui sont fiables pour quelques jours seulement.

I Non déterministes : Même avec des conditions initiales bien définies, ces systèmes sont si
sensibles aux variations infimes qu’il est impossible de prévoir leur comportement à long terme.
Ces systèmes sont souvent associés à des phénomènes chaotiques [33, 53].
Exemple : La turbulence dans les fluides ou certains modèles économiques.

L’évolution de la théorie des systèmes dynamiques remonte au XVIIe siècle, avec les travaux
de Newton sur le calcul différentiel et les lois du mouvement. Plus tard, au XIXe siècle, Henri
Poincaré a apporté des contributions majeures à la compréhension des systèmes non linéaires,
devenant ainsi une figure centrale dans l’étude des dynamiques complexes.

viii



INTRODUCTION ix

Un cycle limite est une orbite fermée isolée, c’est à dire que les trajectoires voisines ne
sont pas fermées. Les trajectoires se rapprochent du chemin fermé ou s’en éloignent en spirale.
C’est un phénomène non linéaire qui se produit dans de nombreux systèmes physiques, tels que
la trajectoire d’un satellite, les processus biochimiques, le modèle prédateur-proie, les circuits
électriques non linéaires, le modèle de croissance économique, l’écologie, les battements du cœur,
les vibrations auto-entretenues dans les ponts et les ailes d’avion, les rythmes quotidiens de la
température corporelle humaine, la sécrétion d’hormones, etc. Les systèmes linéaires ne peuvent
pas avoire de cycles limites.

Le grand mathématicien David Hilbert a présenté 23 problèmes mathématiques exception-
nels lors du deuxième congrès international de mathématiques en 1900, et la deuxième partie
du 16e problème de Hilbert consistait à déterminer le nombre maximum de cycles limites Hn

d’un système polynomial de degré n :

ẋ =
n∑

i+j=0

aijx
iyj

ẏ =
n∑

i+j=0

bijx
iyj

Pour (a, b) ∈ R(n+1)(n+2), le nombre de cycles limites Hn(a, b) du système ci-dessus doit être
fini. Cela peut être confirmé par le théorème de Dulac. Pour un système non linéaire dans R2,
il est difficile de déterminer le nombre de cycles limites.
En 1962, le mathématicien russe N.V. Bautin a prouvé que tout système quadratique possède
au maximum trois cycles limites. Cependant, en 1979, les mathématiciens chinois S.L. Shi, L.S.
Chen et M.S. Wang ont établi qu’un système quadratique peut avoir quatre cycles limites. Cela
a été prouvé par Y.X. Chin en 1984. Un système cubique peut avoir au moins 11 cycles limites.
Ainsi, la détermination du nombre de cycles limites est extrêmement difficile pour un système
en général [33].

Il existe essentiellement trois types de cycles limites : les cycles limites stables, instables
et semi-stables. Un cycle limite est dit stable (ou attractif) s’il attire toutes les trajectoires
voisines. Si les trajectoires voisines sont repoussées du cycle limite, on parle alors d’un cycle
limite instable (ou répulsif). Un cycle limite semi-stable est celui qui attire des trajectoires d’un
côté et les repousse de l’autre. Ces trois types de cycles limites sont illustrés dans la Figure 1.
Scientifiquement, les cycles limites stables sont très importants.

Figure 1: a : stable, b : instable, c : semi-stable

Il est extrêmement difficile de prouver l’existence d’un cycle limite ou d’une solution pério-
dique pour un système non linéaire dans Rn, avec n ≥ 3. Le théorème de Poincaré-Bendixson
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permet de prouver l’existence d’au moins une orbite périodique pour un système autonome
dans R2 sous certaines conditions.

L’objectif principal de ce théorème est de trouver une « région annulaire » qui ne contient
aucun point d’équilibre du système, et dans laquelle on peut trouver au moins une orbite
périodique. La démonstration de ce théorème se trouve dans [33, 54].

Obtenir analytiquement des solutions périodiques est généralement un travail difficile, sou-
vent impossible. La théorie de moyennisation réduit ce problème complexe, pour certaines équa-
tions différentielles ordinaires perturbées, à la recherche des zéros de fonctions non linéaires.

La théorie de moyennisation a été introduite par Bogoliubov et Krylov en 1934 [7], puis
développée par Bogoliubov et Mitropolsky (1961) [8]. Elle a ensuite été approfondie par Verhulst
[54], Sanders, Verhulst et Murdock [49], Malkin (1956) [42], Roseau (1966) [48], Buică et Llibre
(2004) [14], etc.

Cette thèse est organisée comme suit

3 chapitre 1 : Notions Préliminaires.
Ce chapitre présente un rappel des notions préliminaires classiques et des outils mathé-
matiques nécessaires à l’étude de cette thèse.

3 chapitre 2 : Systèmes de Lotka–Volterra.
Ce chapitre explore le modèle de Lotka-Volterra pour les systèmes prédateurs-proies et
la compétition entre espèces. Dans la première section, le modèle classique de Lotka-
Volterra est présenté, décrivant l’évolution de deux populations, proies et prédateurs. Le
système d’équations différentielles modélise la croissance des proies, proportionnelle à
leur nombre, et la décroissance des prédateurs en fonction des rencontres avec les proies.
Le chapitre analyse également les points d’équilibre et démontre que les trajectoires au-
tour de certains points d’équilibre sont des ellipses, identifiant ces points comme des
centres stables ou des selles instables.

Ensuite, il se penche sur le modèle de compétition entre deux espèces, mettant en évi-
dence deux comportements possibles : la coexistence ou l’exclusion mutuelle, où l’une
des espèces s’éteint. L’étude approfondit les conditions nécessaires à la stabilité des équi-
libres dans des systèmes compétitifs à deux espèces, tout en fournissant des exemples
numériques illustrant ces phénomènes à travers des portraits de phase.

Enfin, le chapitre élargit l’analyse aux systèmes de Lotka-Volterra avec plusieurs es-
pèces, en introduisant un cadre général pour des interactions complexes entre n espèces,
accompagné d’exemples spécifiques de systèmes à trois espèces.

3 chapitre 3 : Bifurcation de cycle limite à partir d’un équilibre zéro-Hopf pour
une classe de systèmes de Kolmogorov tridimensionnels.
Dans ce chapitre, nous caractérisons, en utilisant la théorie de moyennisation du premier
ordre, les huit bifurcations zéro-Hopf distinctes pouvant apparaître dans la classe des sys-
tèmes de Kolmogorov tridimensionnels de degré 3. Nous fournissons une approximation
explicite des cycles limites de petite amplitude qui bifurquent ainsi que des informations
sur leur type de stabilité.

Chacune de ces huit bifurcations zéro-Hopf distinctes engendre un ou deux cycles limites,
selon la théorie de moyennisation du premier ordre. De plus, nous présentons un exemple
explicite pour chacune de ces bifurcations zéro-Hopf.

Dans nos travaux, nous avons étudié deux types de systèmes de Kolmogorov.
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Le premier système s’écrit sous la forme

ẋ = x
(
a1(x− 1) + b1(y − 1) + c1(z − 1) + d1(x− 1)2 + e1(y − 1)2 + f1(z − 1)2

)
,

ẏ = y
(
a2(x− 1) + b2(y − 1) + c2(z − 1) + d2(x− 1)2 + e2(y − 1)2 + f2(z − 1)2

)
,

ż = z
(
a3(x− 1) + b3(y − 1) + c3(z − 1) + d3(x− 1)2 + e3(y − 1)2 + f3(z − 1)2

)
,

et le deuxième système s’écrit sous la forme

ẋ =x
(
a1(x− 1) + b1(y − 1) + c1(z − 1) + d1(x− 1)2 + e1(x− 1)(y − 1) + f1(x− 1)

(z − 1) + g1(y − 1)2 + h1(y − 1)(z − 1) + k1(z − 1)2
)
,

ẏ =y
(
a2(x− 1) + b2(y − 1) + c2(z − 1) + d2(x− 1)2 + e2(x− 1)(y − 1) + f2(x− 1)

(z − 1) + g2(y − 1)2 + h2(y − 1)(z − 1) + k2(z − 1)2
)
,

ż =z
(
a3(x− 1) + b3(y − 1) + c3(z − 1) + d3(x− 1)2 + e3(x− 1)(y − 1) + f3(x− 1)

(z − 1) + g3(y − 1)2 + h3(y − 1)(z − 1) + k3(z − 1)2
)
,

où x, y, et z sont supposés positifs et le point indique la dérivée par rapport au temps
t.

L’article qui étudie le premier système a été publié dans la revue ”Applied Mathema-
tics E-Notes” sous le titre ”Periodic Orbits In The Zero-Hopf Bifurcations Of
3-Dimensional Kolmogorov Systems Of Degree 3 ”, voire [9].

Quant à l’article du deuxième système, il a été publié dans la revue ”Partial Differen-
tial Equations in Applied Mathematics” sous le titre ”Limit cycle bifurcation
from a zero-Hopf equilibrium for a class of 3-dimensional Kolmogorov sys-
tems”, voire [10].

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons uniquement sur le deuxième article, car,
comme on peut le constater, le deuxième système est une généralisation du premier.

3 chapitre 4 : Bifurcation zéro-Hopf dans un système différentiel polynômial quar-
tique dans R4 utilisant la théorie de moyennisation du 3ème ordre
Dans ce chapitre, nous allons montrer en utilisant la théorie de moyennisation du troi-
sième ordre que, pour un système différentiel polynomial quartique en 4 dimensions, au
maximum 36 cycles limites peuvent bifurquer à partir d’une singularité avec des valeurs
propres de la forme ±ωi, 0 et 0. Pour être plus précis, nous examinons les systèmes
différentiels qui ont la forme suivante

.
x = (a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3)x− (b+ b1ε+ b2ε

2 + b3ε
3)y +

2∑
j=0

εjXj(x, y, z, w),

.
y = (b+ b1ε+ b2ε

2 + b3ε
3)x+ (a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3)y +

2∑
j=0

εjYj(x, y, z, w),

.
z = (c1ε+ c2ε

2 + c3ε
3)z +

2∑
j=0

εjZj(x, y, z, w),

.
w = (d1ε+ d2ε

2 + d3ε
3)w +

2∑
j=0

εjWj(x, y, z, w),
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où

Xj(x, y, z, w) = aj0x
4 + aj1x

3y + aj2x
3z + aj3x

3w + aj4x
2y2 + aj5x

2z2 + aj6x
2w2 +

aj7x
2yz + aj8x

2yw + aj9x
2zw + aj10xy

3 + aj11xz
3 + aj12xw

3 + aj13

xy2z + aj14xy
2w + aj15xz

2y + aj16xz
2w + aj17xw

2y + aj18xw
2z +

aj19xyzw + aj20y
4 + aj21y

3z + aj22wy
3 + aj23y

2z2 + aj24w
2y2 + aj25

wy2z + aj26yz
3 + aj27w

3y + aj28wyz
2 + aj29w

2yz + aj30z
4 + aj31wz

3

+aj32w
2z2 + aj33w

3z + aj34w
4,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) et Wj(x, y, z, w) ont la même expression que Xj(x, y, z, w) en rem-
plaçant aji par bji, cji et dji pour j = 0, 1, 2 et i = 0, 1, . . . , 34, respectivement. Les coefficients
aij, bij, cij, dij, a1, a2, a3, b, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 sont des paramètres réels avec b 6= 0.

Cet article a été publié en ligne dans la revue Computational Methods for Differential
Equations sous le titre Zero-Hopf bifurcation in a four-dimensional quartic polyno-
mial differential system via averaging theory of third order , voir [11].



Chapitre 1
Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions générales et principales pour l’étude
qualitative des systèmes dynamiques et des systèmes différentiels polynomiaux.

1.1 Systèmes dynamiques

Définition 1.1.1 Un système dynamique sur Rn est une application U : R × Rn → Rn telle
que

1 • U(., x) : R→ Rn est continue.
2 • U(t, .) : Rn → Rn est continue.
3 • U(0, x) = x.
4 • U(t+ s, x) = U(t, U(s, x)), ∀t, s ∈ R, ∀x ∈ Rn.

Exemple 1 Considérons le système linéaire{
ẋ = Ax,
x(0) = x0,

(1.1)

La solution du système (1.1) est de la forme x(t) = etAx0 où t ≥ 0, x ∈ Rn et A est une matrice
constante.
Le système (1.1) engendre un système dynamique U(t, x) tel que

U : R+ × Rn → Rn

U(t, x) = etAx.

Définition 1.1.2 Un système dynamique U sur Rn est dit linéaire si

U(t, αx+ βy) = αU(t, x) + βU(t, y), (1.2)

∀α, β ∈ R,∀x, y ∈ Rn et ∀t ≥ 0.

1
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1.2 Systèmes différentiels polynomiaux

Définition 1.2.1 Un système différentiel polynomial dans Rn est un système de la forme

dx1

dt
(t) = P1(x1(t), x2(t), ..., xn(t)),

dx2

dt
(t) = P2(x1(t), x2(t), ..., xn(t)),

.

.

.
dxn
dt

(t) = Pn(x1(t), x2(t), ..., xn(t)),

(1.3)

où P1, P2, ... et Pn sont des polynômes à coefficients réels.
I Si d = max(degP1, degP2, ..., degPn), alors le système (1.3) est dit de degré d.
I Si P1, P2, ..., Pn ne dépendent pas explicitement de t, alors le système (1.3) est dit auto-

nome.

1.3 Solution d’un système différentiel

On appelle solution du système (1.3) toute application dérivable

x : I ⊆ Rn → Rn

t 7→ x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)),

où I est un intervalle non vide tel que, pour tout t ∈ I, (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) satisfait le système
(1.3).

1.4 Point d’équilibre et linéarisation

Les points d’équilibre jouent un rôle important dans l’étude des systèmes différentiels non
linéaires. Ceci nous permet de connaitre le comportement des solutions au voisinage de ces
points.

La plupart des systèmes qui modélisent les phénomènes naturels sont non linéaires. Pour
étudier le comportement des trajectoires de ces systèmes, au voisinage d’un point d’équilibre
x0, on étudie les systèmes linéarisés associés.

1.4.1 Point d’équilibre

Définition 1.4.1 Considérons le système différentiel

ẋ = f(x). (1.4)

Un point x0 est dit point d’équilibre du système (1.4) si

f(x0) = 0.
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1.4.2 Linéarisation

Définition 1.4.2 Considérons le système différentiel non linéaire (1.4).
Soit x0 un point d’équilibre du système (1.4).
Le système

ẋ = Ax, (1.5)
où

A = Df(x0) =
∂fi
∂xj

(x0), 1 ≤ i, j ≤ n, (1.6)

est dit système linéarisé du système (1.4) au point x0.
A est appelée matrice jacobienne associée au système (1.4) évaluée en x0.

Exemple 2 Considérons le système {
ẋ = x3 − 4y,
ẏ = 5x+ 7y2.

(1.7)

X0 = (0, 0) est un point d’équilibre du système (1.7).
La matrice jacobienne associée au système (1.7) calculée en (0, 0) est donnée par

Df(0, 0) =

(
0 −4
5 0

)
.

Ainsi, le système linéarisé du système (1.7) est{
ẋ = −4y,
ẏ = 5x.

(1.8)

Définition 1.4.3 Le point d’équilibre x0 du système (1.4) est dit hyperbolique si aucune des
valeurs propres de la matrice jacobienne A = Df(x0) n’a de partie réelle nulle.

1.4.3 Classification des points d’équilibre

Définition 1.4.4 Considérons le système différentiel (1.4) avec x ∈ R2. Soit A la matrice
jacobienne calculée au point X0 = (0, 0), et soient λ1 et λ2 les valeurs propres de cette matrice.
Nous distinguons les différents cas en fonction de ces valeurs propres :

1. Si λ1 et λ2 sont réelles, non nulles et de signe différent, alors le point d’équilibre X0 est
un point selle. Il est toujours instable (voir Fig. 1.1).

Figure 1.1: (0, 0) est un point selle.
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2. Si λ1 et λ2 sont réels et de même signe, nous avons trois cas :
D Si λ1 < λ2 < 0, alors X0 est un nœud stable (voir Fig. 1.2).
D Si 0 < λ1 < λ2, alors X0 est un nœud instable (voir Fig. 1.3).
D Si λ1 = λ2 = λ, nous avons deux cas :

U Si A est diagonalisable, alors X0 est un nœud propre(NP). Il est stable si λ < 0
et instable si λ > 0 (voir Fig. 1.4 et Fig. 1.5 respectivement).

U Si A n’est pas diagonalisable, alors X0 est un type exceptionnel de nœud. Il est
nœud exceptionnel stable (NES) si λ < 0 et nœud exceptionnel instable (NEI) si
λ > 0 (voir Fig. 1.6 et Fig. 1.7 respectivement).

Figure 1.2: (0, 0) est un nœud stable. Figure 1.3: (0, 0) est un nœud instable.

Figure 1.4: (0, 0) est un NP stable. Figure 1.5: (0, 0) est un NP instable.

Figure 1.6: (0, 0) est un NES. Figure 1.7: (0, 0) est un NEI.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES 5

3. Si λ1 et λ2 sont conjugués complexes avec une partie imaginaire non nulle, alors X0 est
un foyer. Il est stable si Re(λ1,2) < 0 et instable si
Re(λ1,2) > 0 (voir Fig. 1.8 et Fig. 1.9 respectivement).

Figure 1.8: (0, 0) est un foyer stable. Figure 1.9: (0, 0) est un foyer instable.

4. Si λ1 et λ2 sont purement imaginaires, alors X0 est un centre. Il est stable mais il n’est
pas asymptotiquement stable (voir Fig. 1.10).

Figure 1.10: (0, 0) est un centre.

1.5 Stabilité des points d’équilibre

Un système non linéaire peut avoir plusieurs points d’équilibre. Ces points peuvent être
stables ou instables.

Considérons le système
ẋ = f(t, x), x ∈ Rn, t ∈ R. (1.9)

Soit p un point d’équilibre du système (1.9) et φ(t) la solution de ce système.

Définition 1.5.1 On dit que
i) p est stable si et seulement si

∀ε > 0,∃δ > 0, ‖φ(t0)− p‖ < δ ⇒ ‖φ(t)− p‖ < ε,∀t ≥ t0.
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ii) p est asymptotiquement stable si et seulement si p est stable et s’il existe un voisinage
de p tel que pour tout x dans ce voisinage

lim
t→∞

φ(t) = p.

On peut étudier la stabilité du système (1.9) en fonction des valeurs propres de la matrice
jacobienne Df(p), en utilisant le théorème suivant.

Théorème 1.5.2 Soit p un point d’équilibre du système (1.9).
a) Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne Df(p) ont des parties réelles né-

gatives, alors le point d’équilibre p est asymptotiquement stable.
b) S’il existe au moins une valeur propre de Df(p) avec une partie réelle positive, alors le

point d’équilibre p est instable.
c) Si Df(p) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres avec des

parties réelles nulles, alors on ne peut rien conclure sur la stabilité du point d’équilibre
p.

1.6 Orbites périodiques et cycles limites

1.6.1 Orbites périodiques

Définition 1.6.1 Une trajectoire φ(t, x) du système (1.3) est appelée orbite périodique s’il
existe un nombre T > 0 tel que

φ(t+ T, x) = φ(t, x),∀x ∈ Rn. (1.10)

Le plus petit réel T satisfaisant (1.10) est appelé la période.

1.6.2 Cycles limites

Définition 1.6.2 Un cycle limite est une orbite périodique fermée isolée dans un ensemble
d’orbites périodiques.

1.7 Stabilité des cycles limites

Théorème 1.7.1 Soit C la trajectoire correspondant au cycle limite, et soient toutes les tra-
jectoires intérieures et extérieures proches de C qui s’enroulent en spirale autour de C pour
t→ +∞ ou t→ −∞.

1. Le cycle limite est dit stable si toutes les trajectoires voisines sont attirées vers C.
2. Le cycle limite est dit instable si toutes les trajectoires voisines au moin d’un coté sont

repoussées loin de C.

Exemple 3 Considérons le système
ẋ =

1

3
x− 8y − 3x(x2 + y2),

ẏ = 8x+
1

3
y − 3y(x2 + y2).

(1.11)
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En coordonnées polaires x = r cos(θ), y = r sin(θ) avec r > 0, le système (1.11) devient{
ṙ =

1

3
r(1− 9r2),

θ̇ = 8.
(1.12)

Nous obtenons
f(r) =

dr

dθ
=

1

24
r(1− 9r2).

Donc
ṙ = 0⇒ r = 0 ou r = ±1

3
.

Comme r > 0, nous n’acceptons que la racine positive r =
1

3
. Alors, la solution périodique

est écrite sous la forme suivante

(x(t), y(t)) =

(
1

3
cos(8t+ θ0),

1

3
sin(8t+ θ0)

)
,

avec θ(0) = θ0.

Dans le plan de phase, il n’y a qu’un seul cycle limite x2 + y2 =
1

9
dont l’amplitude r =

1

3
(voir Fig. 1.11).

Figure 1.11: Cycle limite du système (1.11).

1.8 Existence des cycles limites

L’étude de l’existence des cycles limites joue un rôle important dans l’étude du compor-
tement des trajectoires des systèmes différentiels non linéaires.

Théorème 1.8.1 (Poincaré-Bendixon)
Considérons le système planaire {

ẋ = f(x, y),
ẏ = g(x, y).

(1.13)
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Supposons que f et g sont deux fonctions de classe C1 sur un sous-ensemble ouvert de R2

noté E, le système (1.13) possède une orbite γ telle que l’orbite positive γ+(p) = Φ(p, t), t ≥ 0
passant par le point p est contenue dans un sous-ensemble compact F de E. Alors nous sommes
dans l’un des trois cas suivants :

U γ+(p) tend vers un point d’équilibre.
U γ+(p) tend vers un cycle limite.
U γ+(p) est un cycle limite.
Si F ne contient pas de points d’équilibre alors il existe un cycle limite du système (1.13).

Théorème 1.8.2 (Critère de Bendixon)
Considérons le système {

ẋ = f(x, y),
ẏ = g(x, y),

et soit F = (f, g)T ∈ C1(E) où E est une région simplement connexe dans R2. Si la divergence
du champ de vecteurs F (notée ∇F ) n’est pas identiquement nulle et ne change pas de signe
dans E, alors ce système n’a pas d’orbite fermée entièrement contenue dans E.

Exemple 4 Considérons le système différentiel planaire suivant{
ẋ = 4xy + 7y8 + 6x,
ẏ = 2x2y3 − 2y2 + x3.

Soit F = (4xy + 7y8 + 6x, 2x2y3 − 2y2 + x3)T .

Nous calculons la divergence du champ de vecteurs F , nous obtenons

div F = ∇F =
∂

∂x
(4xy + 7y8 + 6x) +

∂

∂y
(2x2y3 − 2y2 + x3)

= (4y + 6) + (6x2y2 − 4y) = 6(x2y2 + 1) > 0.

Ainsi, selon le Critère de Bendixon, ce système n’a pas de cycle limite dans R2.

1.9 Ensemble isochrone

L’ensemble isochrone est un ensemble formé uniquement par des solutions périodiques, qui
ont la même période.

1.10 Bifurcation

Définition 1.10.1 On dit qu’un système d’équations différentielles

ẋ = f(x(t), µ), (1.14)

a une bifurcation pour la valeur µ = µ0, s’il y a un changement dans la structure des trajectoires
lorsque le paramètre µ passe la valeur µ0. Autrement dit, il y a un changement dans le nombre
et/ou la stabilité des points d’équilibre du système à la valeur de bifurcation (voir [54], p. 173).
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1.11 Bifurcation de Hopf

Théorème 1.11.1 Considérons le système différentiel planaire{
ẋ = fµ(x, y),
ẏ = gµ(x, y),

(1.15)

où µ est un paramètre. Supposons que (x, y) = (x0, y0) soit un point d’équilibre du système
(1.15) qui dépend de µ.

Soit λ(µ) = α(µ) + iβ(µ) et λ(µ) = α(µ) − iβ(µ) les valeurs propres du système linéarisé
dans le voisinage de (x0, y0).

Supposons en outre que pour une certaine valeur de µ = µ0, les conditions suivantes soient
satisfaites :

1. α(µ0) = 0, β(µ0) = w 6= 0 où sgn(w) = sgn

(
∂gµ
∂x

∣∣∣∣
µ=µ0

(x0, y0)

)
,

2.
dα(µ)

dµ

∣∣∣∣
µ=µ0

= d 6= 0,

3. a 6= 0 où

a =
1

16
(fxxx + fxyy + gxxy + gyyy) +

1

16w
(fxy(fxx + fyy)

−gxy(gxx + gyy)− fxxgxx + fyygyy),

avec fxy = ∂2f
∂x∂y

∣∣∣∣
µ=µ0

(x0, y0), etc.

Alors, une orbite périodique bifurque du point d’équilibre pour µ > µ0 si ad < 0 ou pour
µ < µ0 si ad > 0.

Le point d’équilibre (x0, y0) est stable pour µ > µ0 (resp. pour µ < µ0) et un point d’équilibre
instable pour µ < 0 (resp. µ > 0) si d < 0 (resp. d > 0).

L’orbite périodique est stable (resp. instable) si le point d’équilibre est instable (resp. stable).

L’amplitude des orbites périodiques est égale à
√
| µ− µ0 | tandis que leur période est T =

2π/| w | lorsque µ→ µ0.

La bifurcation est dite supercritique si l’orbite périodique est stable et sous-critique si l’orbite
périodique est instable.

Exemple 5 Considérons ce système différentiel du premier ordre{
ẋ = µx− y + x2,
ẏ = x+ µy + x2.

(1.16)

(0, 0) est un point d’équilibre du système (1.16).

Les valeurs propres de la matrice jacobienne du système linéarisé calculées dans le voisinage
de (0, 0) sont λ(µ) = µ+ i, λ(µ) = µ− i.

Le système présente une bifurcation de Hopf pour µ0 = 0. Nous avons w = 1, d = 1 et

a = −1

4
.
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Le point d’équilibre (0, 0) est instable pour µ > 0 (stable pour µ < 0), donc la bifurcation est
supercritique et il existe une orbite périodique isolée stable (cycle limite) si µ > 0 pour chaque
µ suffisamment petit (voir Fig. 1.12 pour µ = 10−3).

Figure 1.12: Portraits de phase du système (1.16).

1.12 Bifurcation zéro-Hopf

Définition 1.12.1 Le point d’équilibre d’un système différentiel donné, de dimension trois,
est appelé point d’équilibre zéro-Hopf si la matrice jacobienne possède une valeur propre nulle
et une paire de valeurs propres purement imaginaires. Ce type de bifurcation est analysé en
profondeur par de nombreux auteurs, voir par exemple Guckenheimer et Holmes dans [25]
et les références qui y sont citées.

Exemple 6 Considérons dans R3 le système différentiel suivant
ẋ = y

ẏ = z

ż = −cx+ ay + bz

Le point d’équilibre de ce système est (0, 0, 0).

La matrice jacobienne associée à ce système au point (0, 0, 0) est donnée par

J =

 0 1 0
0 0 1
−c a b


Le polynôme caractéristique de ce système est donné par

P (λ) = det(λI − J) = λ3 − bλ2 + aλ+ c

En imposant que le polynôme caractéristique soit p(λ) = λ(λ2 +ω2) avec ω 6= 0, c’est-à-dire en
imposant que les valeurs propres au point d’équilibre (0, 0, 0) soient 0, ωi et −ωi avec ω 6= 0,
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et par conséquent que le point d’équilibre (0, 0, 0) soit un équilibre zéro-Hopf, nous obtenons le
système 

b = 0

a = ω2

c = 0

Autrement dit, pour que le point d’équilibre (0, 0, 0) soit un équilibre zéro-Hopf, il faut que
b = c = 0 et a > 0.



Chapitre 2
Systèmes de Lotka-Volterra

2.1 Modèle prédateurs-proies de Lotka-Volterra

On cherche à modéliser l’évolution de deux espèces, une population de proies, comprenant
x(t) individus, et une population de prédateurs, comprenant y(t) individus.

Les proies vivent dans un milieu riche en nourriture. Leur nombre x(t) s’accroît donc automati-
quement. L’accroissement est proportionnel au nombre d’individus. (Chaque couple d’individus
engendre un certain nombre de « petits » à intervalles de temps réguliers, par exemple chaque
année.) L’accroissement sera donc ax(t) avec a > 0. Cependant les proies sont dévorées par les
prédateurs. La diminution du nombre de proies est proportionnelle au nombre de rencontres
entre une proie et un prédateur. La diminution est donc bx(t)y(t) avec b > 0. Finalement,
L’évolution du nombre de proies est donnée par l’équation ẋ = ax(t)− bx(t)y(t).

Les prédateurs sont incapables de se nourrir directemenrt dans le milieu. Leur nombre y(t)
diminue donc automatiquement. La diminution est proportionnelle au nombre d’individus. (Un
certain pourcentage de la population meurt de faim à intervalles de temps réguliers.) La di-
minution sera donc cy(t) avec c > 0. Cependant les prédateurs se nourrissent de proies. L’ac-
croissement de leur population est proportionnel au nombre de rencontres entre un prédateur
et une proie. L’accroissement sera donc dx(t)y(t) avec d > 0. Finalement l’évolution du nombre
de prédateurs est donnée par l’équation ẏ = −cy(t) + dx(t)y(t).

Au total, le modèle prédateur-proies de Lotka-Volterra correspond au système différentiel sui-
vant

ẋ = x(a− by),
ẏ = y(−c+ dx),

(2.1)

Volterra introduisit ce modèle en 1926 pour expliquer l’évolution périodique de deux espèces
de poissons de la mer adriatique. Des équations de la même forme avaient été introduites en
1922 par Lotka en cinétique chimique.

2.1.1 Nature des points d’équilibre

Les points d’équilibre du système (2.1) sont (0, 0) et
( c
d
,
a

b

)
. La matrice jacobienne associée

au système (2.1) calculée en (0; 0) est donnée par

Df(0, 0) =

(
a 0
0 −c

)
,

12
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les valeurs propres de cette matrice sont λ1 = a > 0 et λ2 = −c < 0. Donc (0, 0) est un point
selle instable.

Nature du point d’équilibre
( c
d
,
a

b

)
Posons x =

c

d
+ ξ, y =

a

b
+ η avec ξ et η étant de petits paramètres strictement positifs.

On a
dx

dy
=

x(a− by)

y(−c+ dx)
=

ax− bxy
−cy + dxy

,

d’où
(−cy + dxy)dx = (ax− bxy)dy .

En divisant chaque côté de l’égalité par xy, on obtient(
− c
x

+ d
)
dx =

(
a

y
− b
)
dy .

D’où l’intégrale première
a ln y + c ln x− by − dx = C .

Maintenant, en remplaçant x =
c

d
+ ξ et y =

a

b
+ η dans la solution, on obtient

a ln
(a
b

+ η
)

+ c ln
( c
d

+ ξ
)
− b
(a
b

+ η
)
− d

( c
d

+ ξ
)

= C . (2.2)

On sait par le développement de Taylor que

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 · xn

n
= x− x2

2
+ . . .+

(−1)n+1 · xn

n
+ . . .

pour |x| < 1.

D’où
ln
(a
b

+ η
)

= ln

(
a

b

(
1 +

b

a
η

))
= ln

(a
b

)
+ ln

(
1 +

b

a
η

)
= ln

(a
b

)
+
b

a
η − b2η2

2a2
+ ... ,

(2.3)

et
ln
( c
d

+ ξ
)

= ln

(
c

d

(
1 +

d

c
ξ

))
= ln

( c
d

)
+ ln

(
1 +

d

c
ξ

)
= ln

( c
d

)
+
d

c
ξ − d2ξ2

2c2
+ ... .

(2.4)

Maintenant, en remplaçant (2.3) et (2.4) dans (2.2), on obtient

a ln
(a
b

)
+ bη − b2η2

2a
+ c ln

( c
d

)
+ dξ − d2ξ2

2c
− a− bη − c− dξ = C ,

après simplification des calculs, nous trouvons

b2η2

2a
+
d2ξ2

2c
= a ln

(a
b

)
+ c ln

( c
d

)
− (a+ c)− C = K .
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Les courbes qui entourent le point d’équilibre
( c
d
,
a

b

)
sont des ellipses. Donc

( c
d
,
a

b

)
est un

centre.

Exemple 7 Étude du système
ẋ = x(2− y)

ẏ = y

(
−1

4
+ x

)
.

Les points d’équilibre de ce système sont (0, 0) et
(

1

4
, 2

)
. (0, 0) est une selle et

(
1

4
, 2

)
est un

centre. Les orbites sont illustrées par les deux portraits de phase ci-joints.

Figure 2.1: (0, 0) est un point selle.

Figure 2.2:
(

1

4
, 2

)
est un centre.
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2.2 Espèces en compétition

Supposons qu’il existe deux espèces en compétition l’une avec l’autre dans un environnement
où l’approvisionnement alimentaire commun est limité. Par exemple, les lions de mer et les
manchots, les écureuils rouges et gris, ainsi que les fourmis et les termites sont toutes des
espèces qui entrent dans cette catégorie. Il y a deux types de résultats particuliers qui sont
souvent observés dans le monde réel. Dans le premier cas, il y a coexistence, où les deux espèces
vivent en harmonie. (Dans la nature, c’est le résultat le plus probable ; sinon, l’une des espèces
serait éteinte.) Dans le deuxième cas, il y a exclusion mutuelle, où l’une des espèces s’éteint.
(Par exemple, les écureuils gris américains importés au Royaume-Uni causent l’extinction des
plus petits écureuils rouges indigènes.)

La coexistence et l’exclusion mutuelle peuvent être observées en traçant des courbes de
solution sur un diagramme de phase. Considérons le modèle général suivant pour deux espèces
concurrentes.

ẋ = x(β − δx− γy),

ẏ = y(b− cx− dy).
(2.5)

où β, δ, γ, a, b et c sont toutes des constantes positives, avec x(t) et y(t) toutes deux strictement
positives représentant les populations des deux espèces mesurées en dizaines ou centaines de
milliers.

Il y a quatre points d’équilibre

O = (0, 0), P = (0, b), Q =

(
β

δ
, 0

)
, et R =

(
γb− βd
γc− δd

,
βc− δb
γc− δd

)
.

Supposons que C1 = γc− δd, C2 = γb− βd, et C3 = βc− δb. Pour que le point d’équilibre
se trouve dans le premier quadrant, l’une des conditions suivantes doit être remplie

(i) C1, C2 et C3 sont tous négatifs, ou

(ii) C1, C2 et C3 sont tous positifs.

La matrice jacobienne associée au système (2.5) est donnée par

J =

(
β − 2δx− γy −γx
−cy b− 2dy − cx

)
.

Pour le point d’équilibre O,

JO =

(
β 0
0 b

)
.

Pour le point d’équilibre P ,

JP =

β − γb

d
0

−bc
d

−b

 .

Pour le point d’équilibre Q,

JQ =

−β −γβ
δ

0 b− βc

δ

 .

Enfin, pour le point d’équilibre R,

JR =
1

C1

(
δC2 γC2

cC3 dC3

)
.
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Considérons d’abord le cas (i). Les points d’équilibre sont tous simples, et il n’est pas difficile
de montrer que O est un nœud instable, P et Q sont des cols, et pour certaines valeurs des
paramètres, R est un point d’équilibre stable. Un portrait de phase est tracé dans la Figure
2.3(a), où huit des innombrables courbes solutions sont tracées. Chaque trajectoire est tracée
numériquement pour des pas de temps positifs et négatifs ; de cette manière, les points d’équi-
libre sont facilement identifiés dans le plan de phase. Pour les valeurs des paramètres choisies
ici, les deux espèces coexistent et les populations se stabilisent à des valeurs constantes après
de longues périodes. Les flèches dans la Figure 2.3(a) montrent le champ vectoriel et définissent

la direction des trajectoires pour le système (2.5). La pente de chaque flèche est donnée par
dy

dx
au point, et la direction des flèches est déterminée à partir de ẋ et ẏ. Il y a un nœud stable situé
entièrement dans le premier quadrant à R, et les populations non nulles x(t) et y(t) tendent vers
ce point d’équilibre avec le temps qui augmente, quel que soit le choix des populations initiales.
Le domaine de stabilité pour le point d’équilibre R est donc SR = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0}.
Considérons maintenant le cas (ii). Les points d’équilibre sont tous simples, et il n’est pas dif-
ficile de montrer que O est un nœud instable, P et Q sont des nœuds stables ou impropres, et
R est un col. Un portrait de phase est montré dans la Figure 2.3(b), où neuf des innombrables
courbes solutions sont tracées. Encore une fois, les trajectoires sont tracées pour des itérations
de temps positifs et négatifs. Dans ce cas, l’une des espèces s’éteint.

Figure 2.3: (a) (b)

(a) Un portrait de phase possible montrant la coexistence et (b) un portrait de phase possible
illustrant l’exclusion mutuelle. Notez que les axes sont invariants dans les deux cas.

Si on considère que x et y sont quelconques (pas forcément positifs), on aura le portrait de
phase suivant
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Figure 2.4: x ∈ R et y ∈ R

Le système associé à la figure 2.3(a) est le suivant

ẋ = x(4− 3x− y),

ẏ = y(4− x− 3y).

Les quatre points d’équilibre de ce système sont

O = (0, 0), P =

(
0,

4

3

)
, Q =

(
4

3
, 0

)
et R = (1, 1).

Ce système vérifie la condition (i) car C1 = C2 = C3 = −8.

Le système associé à la figure 2.3(b) est le suivant

ẋ = x(2− x− 2y),

ẏ = y(3− 3x− 1.5y).

Les quatre points d’équilibre de ce système sont

O = (0, 0), P = (0, 2), Q = (2, 0) et R =

(
2

3
,
2

3

)
.

Ce système vérifie la condition (ii) car C1 = 4, C2 = 2 et C3 = 3.

Dans la Figure 2.3(b), le point d’équilibre situé entièrement dans le premier quadrant est un
point selle ou col, qui est instable. Le comportement à long terme du système est divisé le long
de la diagonale dans le premier quadrant. Les trajectoires commençant à droite de la diagonale
tendront vers le point d’équilibre Q = (2, 0), ce qui implique que l’espèce y s’éteindra. Les
trajectoires commençant à gauche de la diagonale tendront vers le point d’équilibre P = (0, 2),
ce qui signifie que l’espèce x s’éteindra. Numériquement, les trajectoires situées sur la variété
stable du point selle dans le premier quadrant tendront vers le point d’équilibre R. Cependant,
dans le monde réel, les populations ne peuvent pas rester exactement sur la variété stable, et
les trajectoires seront déviées de ce point d’équilibre, entraînant l’extinction d’une des espèces.
Le domaine de stabilité pour le point d’équilibre P = (0, 2) est donné par SP = {(x, y) ∈ R2 :
x > 0, y > 0, y > x}. Le domaine de stabilité pour le point d’équilibre Q = (2, 0) est donné par
SQ = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0, y < x}.
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Plus généralement, on étudie les systèmes de Lotka-Volterra de n espèces

ẋi = xi

(
ri +

n∑
j=1

aijxj

)
, i = 1, . . . , n.

où xi désigne la densité de la i-ème espèce, ri est son taux de croissance intrinsèque (ou de
décroissance), et la matrice A = (aij) est appelée matrice d’interaction.

Par exemple, le système de Lotka-Volterra de 3 espèces est donné par

ẋ = x (r1 − a11x+ a12y − a13z) ,

ẏ = y (r2 − a21x− a22y − a23z) ,

ż = z (r3 + a31x− a32y − a33z) .

Voici des photographies de Lotka et Volterra



Chapitre 3
Bifurcation du cycle limite à partir d’un
équilibre zéro-Hopf pour une classe de systèmes
de Kolmogorov tridimensionnels

3.1 Introduction et énoncés des principaux résultats

Comme d’habitude, un cycle limite d’un système différentiel est une orbite périodique isolée
dans l’ensemble de toutes les orbites périodiques du système. Un point d’équilibre zéro-Hopf p
d’un système différentiel autonome tridimensionnel dans R3 est un équilibre tel que les valeurs
propres de la partie linéaire du système en p sont 0 et ±ωi avec ω 6= 0. Pour un point d’équilibre
p d’un système différentiel autonome tridimensionnel dans R3, tel que les valeurs propres de la
partie linéaire du système en p sont ρ et ±ωi avec ρω 6= 0, il existe une théorie générale (voir
par exemple les pages 175-180 de [32]) pour étudier les cycles limites qui peuvent bifurquer
à partir de p en changeant légèrement les paramètres du système. Une telle théorie générale
n’existe pas pour un équilibre zéro-Hopf. Mais la théorie de l’averaging fournit un algorithme
pour résoudre ce problème, voir par exemple [23, 35]. Les systèmes de Kolmogorov [30] dans
R3 sont de la forme

ẋ = xP (x, y, z),
ẏ = yQ(x, y, z),
ż = zR(x, y, z),

(3.1)

où P , Q et R sont des polynômes de degré supérieur à un. En fait, les systèmes de Kolmogorov
sont une généralisation des systèmes de Lotka-Volterra [41, 55] qui sont les systèmes ci-dessus
lorsque le degré des polynômes P , Q et R est égal à un. Les systèmes de Kolmogorov ont été
étudiés intensivement car ils peuvent modéliser la dynamique de nombreux phénomènes na-
turels, voir par exemple [12, 15, 21, 27, 28, 29, 43, 44]. Dans l’article [18], nous avons étudié
les orbites périodiques bifurquant à partir d’un équilibre de Hopf de systèmes de Kolmogorov
polynomiaux bidimensionnels de degré arbitraire. Dans cet article, nous étudions d’abord les
points d’équilibre zéro-Hopf des systèmes de Kolmogorov dans R3 de degré trois, et nous obte-
nons qu’il existe exactement huit familles de tels systèmes de Kolmogorov ayant des équilibres
zéro-Hopf. Après avoir utilisé la théorie de moyennisation du premier ordre, nous prouvons qu’à
partir de tels points d’équilibre, en déplaçant les paramètres du système, une ou deux orbites
périodiques bifurquent. Enfin, nous fournissons également pour chacune de ces huit familles
un exemple de cette bifurcation zéro-Hopf, nous traçons leurs cycles limites bifurqués, et nous
étudions leur stabilité. Ce genre de résultats pour les systèmes de Lotka-Volterra dans R3 ont
été étudiés dans [38].

19
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Pour d’autres systèmes différentiels, la bifurcation zéro-Hopf a été étudiée par de nombreux
auteurs, par exemple dans [22, 24, 25, 26, 32, 36, 46, 50]. Dans certains cas, l’existence d’une
bifurcation zéro-Hopf peut impliquer une naissance locale du "chaos", voir par exemple les
articles (cf. [2, 3, 13, 16, 50]).

Pour leurs applications, la dynamique des systèmes de Kolmogorov est principalement étu-
diée dans le premier octant positif. Soit (a, b, c) un point d’équilibre d’un système de Kolmogo-
rov (3.1) avec toutes ses coordonnées positives. En effectuant la mise à l’échelle des variables
(x, y, z)→ (x/a, y/b, z/c), nous pouvons supposer sans perte de généralité que ce point d’équi-
libre est le point (1, 1, 1). Ensuite, les systèmes de Kolmogorov généraux dans R3 de degré 3
ayant le point d’équilibre (1, 1, 1) sont donnés par

ẋ = x(a1(x− 1) + b1(y − 1) + c1(z − 1) + d1(x− 1)2 + e1(x− 1)(y − 1) + f1(x− 1)(z − 1)+
g1(y − 1)2 + h1(y − 1)(z − 1) + k1(z − 1)2),

ẏ = y(a2(x− 1) + b2(y − 1) + c2(z − 1) + d2(x− 1)2 + e2(x− 1)(y − 1) + f2(x− 1)(z − 1)+
g2(y − 1)2 + h2(y − 1)(z − 1) + k2(z − 1)2),

ż = z(a3(x− 1) + b3(y − 1) + c3(z − 1) + d3(x− 1)2 + e3(x− 1)(y − 1) + f3(x− 1)(z − 1)+
g3(y − 1)2 + h3(y − 1)(z − 1) + k3(z − 1)2).

(3.2)
Notez que le système différentiel (3.2) dépend de 27 paramètres.

Dans la proposition suivante, nous caractérisons quand le point d’équilibre (1, 1, 1) des
systèmes de Kolmogorov (3.1) est un équilibre zéro-Hopf.

Proposition 1 Il existe huit familles à m paramètres de systèmes de Kolmogorov (3.2) pour
lesquelles le point d’équilibre (1, 1, 1) est un équilibre zéro–Hopf. À savoir

(i) a1 = b1 = b2 = c1 = c3 = 0, b3c2 < 0, pour cette famille m = 22 ;
(ii) a1 = −b2, c1 = c2 = c3 = 0, a2b1 + b2

2 < 0, pour cette famille m = 23 ;
(iii) a1 = b1 = c1 = 0, c3 = −b2, b3c2 + b2

2 < 0, pour cette famille m = 23 ;
(iv) a1 = −c3, b1 = b2 = b3 = 0, a3c1 + c2

3 < 0, pour cette famille m = 23 ;
(v) a1 = −c3, a2 = −c2c3

c1

, b1 = b2 = 0, a3c1 + b3c2 + c2
3 < 0, pour cette famille m = 23 ;

(vi) a1 = −b2−c3, b3 =
b1c3

c1

, c2 =
b2c1

b1

, a2b1 +a3c1 +b2
2 +2b2c3 +c2

3 < 0, pour cette famille
m = 24 ;

(vii) a1 = −b2−c3, a2 = −b2(b2 + c3)

b1

, c2 =
b2c1

b1

,
1

b1

(a3b1c1 + b2b3c1 + b1c
2
3) < 0, pour cette

famille m = 24 ;

(viii) a1 = −b2 − c3, a3 =
a2(b1c3 − b3c1) + (b2 + c3)(b2c3 − b3c2)

b1c2 − b2c1

,
A

b1c2 − b2c1

> 0, pour

cette famille m = 25,

où A = −(−b3
2c1 + b1b

2
2c2 + b2(−2b3c1c2 + b1c2c3) + c2(b1b3c2 − b3c1c3 + b1c

2
3) + a2(b2

1c2 −
b3c

2
1 + b1c1(c3 − b2))).

La Proposition 1 est prouvée dans la section 3.3.

Nous définissons les huit ensembles de conditions suivants

(i) a1 = a11ε, b1 = b11ε, b2 = b21ε, c1 = c11ε, c3 = c31ε, b3c2 < 0 ;

(ii) a1 = −(b20 + b21ε), b2 = b20 + b21ε, c1 = c11ε, c2 = c21ε, c3 = c31ε, a2b1 + b2
2 < 0 ;

(iii) a1 = a11ε, b2 = b20 + b21ε, c1 = c11ε, b1 = b11ε, c3 = −(b20 + b21ε), b3c2 + b2
2 < 0 ;

(iv) a1 = −(c30 + c31ε), b1 = b11ε, b2 = b21ε, b3 = b31ε, c3 = c30 + c31ε, a3c1 + c2
3 < 0 ;
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(v) a1 = −(c30 + c31ε), b1 = b11ε, b2 = b21ε, c3 = c30 + c31ε, a2 = −c2c30

c1

− c2c31

c1

ε, a3c1 +

b3c2 + c2
3 < 0 ;

(vi) a1 = −b20−c30−(b21 +c31)ε, b2 = b20 +b21ε, b3 =
b1c30

c1

+
b1c31

c1

ε, c2 =
b20c1

b1

+
b21c1

b1

ε, c3 =

c30 + c31ε, a2b1 + a3c1 + b2
2 + 2b2c3 + c2

3 < 0 ;

(vii) a1 = −b20 − c30 − (b21 + c31)ε, b2 = b20 + b21ε, a2 =
−b20(b20 + c30)

b1

− b20(b21 + c31)

b1

ε

−b21(b20 + c30)

b1

ε, c2 =
b20c1

b1

+
b21c1

b1

ε, c3 = c30 + c31ε,
1

b1

(a3b1c1 + b2b3c1 + b1c
2
3) < 0 ;

(viii) a1 = −b2 − c30 − c31ε, c3 = c30 + c31ε,
A

b1c2 − b2c1

> 0, a3 =
1

b1c2 − b2c1

(
a2(b1c30 −

b3c1) + (b2 + c30)(b2c30 − b3c2)
)

+
a2b1c31 + (b2 + c30)b2c31 + c31(b2c30 − b3c2)

b1c2 − b2c1

ε.

Théorème 3.1.1 Supposons que la famille de systèmes de Kolmogorov (3.2) de la Proposition
1 soit perturbée par la condition (r), pour r ∈ {i, ii, iii, iv, v, vi, vii, viii}. Alors, pour ε 6= 0 suffi-
samment petit, le système perturbé (3.2) a une ou deux orbites périodiques (x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε))
bifurquant de l’équilibre zéro-Hopf (1, 1, 1) lorsque ε = 0.

La structure du reste de cet article est la suivante. Dans la section 3.2, nous présentons les
résultats de base de la théorie de l’averaging dont nous avons besoin pour prouver le Théorème
3.1.1, et dans la section 3.3, nous prouvons la Proposition 1 et le Théorème 3.1.1.

3.2 Théorie de moyennisation pour les orbites périodiques

La théorie de moyennisation est un outil classique et mûr pour étudier la dynamique des
systèmes dynamiques non linéaires et lisses, et en particulier pour étudier leurs orbites pé-
riodiques. La théorie de moyennisation a une longue histoire qui commence avec les travaux
classiques de Lagrange et Laplace qui ont fourni une justification intuitive de cette théorie. La
première formalisation de cette théorie est due à Fatou [19] en 1928. Des contributions pratiques
et théoriques importantes à cette théorie ont été apportées par Krylov et Bogoliubov [7] dans
les années 1930 et par Bogoliubov [6] en 1945. La théorie de moyennisation de premier ordre
pour l’étude des orbites périodiques peut être trouvée dans [54], voir aussi [25].

Nous présentons maintenant les résultats de base de La théorie de moyennisation de premier
ordre dont nous aurons besoin pour prouver les résultats de cet article. Le théorème suivant
fournit également une approximation de premier ordre pour les orbites périodiques d’un système
différentiel périodique et des informations sur leur type de stabilité ; pour une preuve, voir par
exemple les théorèmes 11.5 et 11.6 de Verhulst [54].

Considérons le système différentiel

ẋ = εF (t,x) + ε2G(t,x, ε), x(0) = x0, (3.3)

avec x ∈ D, où D est un sous-ensemble ouvert de Rn, t ≥ 0. De plus, nous supposons que
F (t,x) et G(t,x, ε) sont T -périodiques en t. Nous considérons également dans D l’équation
différentielle moyennée

ẏ = εf(y), y(0) = x0, (3.4)
où

f(y) =
1

T

∫ T

0

F (t,y)dt. (3.5)
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Théorème 3.2.1 Considérons les deux problèmes de valeurs initiales (3.3) et (3.4). Supposons
que

(i) F , son Jacobien ∂F/∂x, son Hessien ∂2F/∂x2, G et son Jacobien ∂G/∂x sont définis,
continus et bornés par une constante indépendante de ε dans [0,∞)×D et ε ∈ (0, ε0].

(ii) F et G sont T -périodiques en t (T indépendant de ε).
Alors les énoncés suivants sont valables.

(a) Si p est un point d’équilibre de l’équation moyennée (3.4) et

det

(
∂f

∂y

)∣∣∣∣
y=p

6= 0, (3.6)

alors il existe un cycle limite x(t, ε) de période T de l’équation (3.3) tel que x(0, ε)→ p
lorsque ε→ 0.

(b) La stabilité ou l’instabilité du cycle limite x(t, ε) est donnée par la stabilité ou l’instabilité
du point d’équilibre p du système moyenné (3.4). Si p est un zéro simple du système
moyenné (3.4), les valeurs propres de la matrice Jacobienne évaluées en p fournissent la
stabilité linéaire, c’est-à-dire que si une valeur propre a une partie réelle positive, alors
le cycle limite associé au zéro p est instable ; si toutes les valeurs propres ont une partie
réelle négative, alors le cycle limite est stable.

3.3 Preuve de la proposition 1 et du théorème 3.1.1.

Preuve 1 (Preuve de la Proposition 1) Le polynôme caractéristique de la partie linéaire
du système de Kolmogorov (3.2) au point d’équilibre (1, 1, 1) est

p(λ) = −λ3 + (a1 + b2 + c3)λ2 + (a2b1 − a1b2 + a3c1 + b3c2 − a1c3 − b2c3)λ

+a1b2c3 − a1b3c2 + a2b3c1 − a2b1c3 + a3b1c2 − a3b2c1.

En imposant que le polynôme caractéristique soit p(λ) = −λ(λ2+ω2) avec ω 6= 0, c’est-à-dire en
imposant que les valeurs propres au point d’équilibre (1, 1, 1) soient 0, ωi et −ωi avec ω 6= 0, et
par conséquent que le point d’équilibre (1, 1, 1) soit un équilibre de type zéro-Hopf, nous obtenons
le système

a1 + b2 + c3 = 0,

a2b1 − a1b2 + a3c1 + b3c2 − a1c3 − b2c3 = −ω2,

a1b2c3 − a1b3c2 + a2b3c1 − a2b1c3 + a3b1c2 − a3b2c1 = 0.

Des calculs fastidieux montrent que les solutions du système précédent sont les huit familles
d’équilibres zéro-Hopf décrites dans l’énoncé de la Proposition 1. Ces calculs ont également
été vérifiés en utilisant les logiciels de manipulation algébrique Maple et Mathematica. Cela
complète la preuve.

Pour r ∈ {i, ii, iii, iv, v, vi, vii, viii}, nous allons prouver qu’une ou deux orbites périodiques
bifurquent du point d’équilibre zéro-Hopf (1, 1, 1) de la famille (r) des systèmes de Kolmogorov
(3.2) de la Proposition 1, satisfaisant la condition (r), lorsque les paramètres de cette famille
sont perturbés. Nous fournirons tous les détails de la preuve pour (r)=(i), les preuves pour les
autres familles sont analogues et nous indiquons seulement les étapes principales de ces preuves.

Preuve 2 (Preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (i)) Nous considérons le système
de Kolmogorov
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(3.2) perturbé avec les paramètres donnés dans la condition (i). Après avoir translaté le point
d’équilibre (1, 1, 1) du système perturbé à l’origine des coordonnées en effectuant le changement
de variables x = X + 1, y = Y + 1, z = Z + 1. Alors, ce système de Kolmogorov perturbé dans
les nouvelles variables (X, Y, Z) devient

Ẋ = (X + 1) (X2d1 +XY e1 +XZf1 + εXa11 + Y 2g1 + Y Zh1 + εY b11 + Z2k1 + εZc11) ,

Ẏ = (Y + 1) (X2d2 +XY e2 +XZf2 + Y 2g2 + Y Zh2 + Y εb21 + Z2k2 +Xa2 + Zc2) ,

Ż = (Z + 1) (X2d3 +XY e3 +XZf3 + Y 2g3 + Y Zh3 + Z2k3 + Zεc31 +Xa3 + Y b3) .
(3.7)

Afin de faciliter l’application de La théorie de moyennisation, décrite dans la section 3.2, pour
étudier la bifurcation de zéro-Hopf du système (3.7) à l’origine des coordonnées, nous écrivons
la partie linéaire du système (3.7) avec ε = 0 au point d’équilibre (0, 0, 0) dans sa forme normale
de Jordan réelle  0 −

√
−b3c2 0√

−b3c2 0 0
0 0 0

 , tel que b3c2 < 0.

Pour cela, nous effectuons le changement de variables suivant

 u
v
w

 =


a3√
−b3c2

−
√
−b3

c2

0

a2

c2

0 1

1 0 0


 X

Y
Z

 ,

avec inverse  X
Y
Z

 =


0 0 1

b3

√
−c2

b3
3

0 −a3

b3

0 1 −a2

c2


 u

v
w

 . (3.8)

Dans les variables (u, v, w), le système différentiel (3.7) s’écrit

u̇ = − 1√
−c2b3c2

2b
2
3

(((u2b3g2 − vb2
3)c3

2 + ((−w2d2 + (−vf2 − e2)w − k2v
2 − vh2)b2

3 − ((e1 − 2e2

)w2 + ((h1 − 2h2)v + e1 − 2g2)w + h1v)a3b3 + a2
3w((2g1 − 3g2)w + 2g1))c2

2 + a2((2vk2+

wf2 + h2)b3 + ((h1 − 2h2)w + h1)a3)wb3c2 − k2w
2a2

2b
2
3)u
√
−c2b3 + b3(−vb2

3 + ((u2e2 + v

a3)w + u2(vh2 + g2))b3 + a3((g1 − 3g2)w + g1)u2)c3
2 + ((−v2k2 − vwf2 − w2d2)b3

3 + (−a3

(d1 − d2)w3 + a3((−f1 + f2)v + e2 − d1)w2 + (−v((k1 − k2)v + f1 − h2)a3 − u2h2a2)w−
k1v

2a3)b2
3 + a2

3w((e1 − e2)w2 + ((h1 − h2)v + e1 − g2)w + h1v)b3 − a3
3w

2((g1 − g2)w + g1))

c2
2 + a2((2vk2 + wf2)b2

3 + a3((f1 − f2)w2 + ((2k1 − 2k2)v + f1 − h2)w + 2k1v)b3 − a2
3w((

h1 − h2)w + h1))wb3c2 − (k2b3 + ((k1 − k2)w + k1)a3)a2
2w

2b2
3) +

ε

c2
2b

2
3(−c2b3)

3
2

(c2
2(−

√
−c2b3c2u(((b11 − 2b21)w + b11)a3 + b21b3) + u2b3b21c

2
2 − a3(((b21 − b11)w − b11)wa3 − (−

w2a11 + (−vc11 − a11 + b21)w − c11v)b3)c2 + wa2a3b3c11(w + 1))b2
3),

v̇ = − 1

c3
2b

2
3

(−((v + 1)(b2
3 + (vh3 + we3)b3 − 2g3wa3)c2

2 + a2(−wb2
3 + ((e1 − e3)w2 + ((h1 − 2h3

)v + e1 − h3)w + h1v)b3 − 2a3w((g1 − g3)w + g1))c2 − a2
2wb3((h1 − h3)w + h1))c2u
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√
−c2b3 + u2g3b3(v + 1)c4

2 + (−(v + 1)(v2k3 + vwf3 + w2d3)b2
3 + (e3a3(v + 1)w2 + (u2(g1

−g3)a2 + h3va3(v + 1))w + u2g1a2)b3 − g3w
2a2

3(v + 1))c3
2 + (((−d1 + d3)w3 + ((−f1+

2f3)v + f3 − d1)w2 − v((k1 − 3k3)v + f1 − 2k3)w − k1v
2)b2

3 + a3w((e1 − e3)w2 + ((h1−
2h3)v + e1 − h3)w + h1v)b3 − a2

3w
2((g1 − g3)w + g1))a2c

2
2 + a2

2wb3(((f1 − f3)w2 + ((2k1

−3k3)v + f1 − k3)w + 2k1v)b3 − a3w((h1 − h3)w + h1))c2 − a3
2((k1 − k3)w + k1)w2b2

3)−
ε

c3
2b

2
3

(−c2b3(ua2c2b11(w + 1)
√
−c2b3 − ((c11 − c31)w + c11)wb3a

2
2 + c2((w2a11 + ((−2v − 1

)c31 + c11v + a11)w + c11v)b3 − wa3b11(w + 1))a2 + vb3c
2
2c31(v + 1))),

ẇ = − 1

c2
2b

2
3

((w + 1)(−c2(((vh1 + we1)b3 − 2g1wa3)c2 − h1wa2b3)
√
−c2b3u+ u2b3c

3
2g1 + ((−v2

k1 − vwf1 − w2d1)b2
3 + wa3(vh1 + we1)b3 − g1w

2a2
3)c2

2 + a2w((2vk1 + wf1)b3 − h1wa3)b3

c2 − w2a2
2b

2
3k1))− ε

c2
2b

2
3

(−(w + 1)c2b3(
√
−c2b3ub11c2 + ((vc11 + wa11)b3 − wa3b11)c2 − a2

wb3c11)).
(3.9)

En effectuant la mise à l’échelle des variables (u, v, w) = (εU, εV, εW ), le système (3.9) dans
les nouvelles variables (U, V,W ) s’écrit

U̇ =
b3c2V√
−b3c2

− ε√
−b3c2b2

3c
2
2

(((−a2
2k2 + a2c2f2 − c2

2d2)b3
3 + (a3(e2 − d1)c2

2 + a2a3(f1 − h2)c2−

k1a
2
2a3)b2

3 + (a3(e1 − g2)c2 − h1a2a3)a3c2b3 − g1a
3
3c

2
2)W 2 + (−U((−a2h2 + c2e2)b2

3 + ((e1

−2g2)c2 − h1a2)a3b3 − 2a2
3c2g1)c2

√
−c2b3 + (2V a2c2k2 − V c2

2f2)b3
3 + (V a3c

3
2 + a3((−f1

+h2)V − a11 + b21)c2
2 + a2a3(2V k1 + c11)c2)b2

3 + (V h1 + b11)c2
2a

2
3b3)W − U((V c2

2 + (V h2

+b21)c2)b2
3 + (V h1 + b11)c2a3b3)c2

√
−c2b3 − V 2k2c

2
2b

3
3 + (U2g2c

3
2 + a3(−V 2k1 − V c11)c2

2)

b2
3 + U2g1c

3
2a3b3),

V̇ = U
√
−c2b3 −

ε

c3
2b

2
3

((((−a2
3g3 + a3b3e3 − b2

3d3)c3
2 + ((f3 − d1)b2

3 + (e1 − h3)a3b3 − g1a
2
3)a2c

2
2

+a2
2b3((f1 − k3)b3 − h1a3)c2 − a3

2b
2
3k1)W 2 − (c2((−2a3g3 + b3e3)c2

2 + (−b2
3 + (e1 − h3)b3

−2g1a3)a2c2 − h1a
2
2b3)U

√
−c2b3 − (V a3b3h3 − V b2

3f3)c3
2 − (((−f1 + 2k3)V − a11 + c31)

b2
3 + (V h1 + b11)a3b3)a2c

2
2 − a2

2b
2
3(2V k1 + c11)c2)W ) + (−c2((V b2

3 + V b3h3)c2
2 + (V h1+

b11)b3a2c2)U
√
−c2b3 + U2b3c

4
2g3 + ((−V 2k3 − V c31)b2

3 + U2a2g1b3)c3
2 + (−V 2k1 − V c11)

b2
3a2c

2
2)),

Ẇ = − ε

c2
2b

2
3

(((−a2
2k1 + a2c2f1 − c2

2d1)b2
3 − a3c2(a2h1 − c2e1)b3 − c2

2g1a
2
3)W 2 + (((a2h1 − c2e1)

b3 + 2a3c2g1)U
√
−c2b3 + b3(((−V f1 − a11)c2 + a2(2V k1 + c11))b3 + (V h1 + b11)c2a3))c2

W + c2
2b3(−U(V h1 + b11)

√
c2b3 + (−V 2k1 − V c11)b3 + U2c2g1)).

(3.10)

Maintenant, nous passons du système différentiel (3.10) aux coordonnées cylindriques (r, θ,W )
définies par U = r cos θ et V = r sin θ, et nous obtenons
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ṙ =
ε√

−c2b3b2
3c

3
2

(((−b3c2r((g3 − b3)c2
2 + ((−h2 + k3)b3 + g1a2 − h1a3)c2 + k1a2b3) sin(θ) + ((

(e2 − f3)W + b21 − c31)b2
3 + ((e1 − 2g2 + h3)W + b11)a3b3 − 2Wg1a

2
3)c2

2 − a2b
2
3((f1 + h2

−2k3)W + c11)c2 + 2b2
3Wa2

2k1)c2r cos2(θ) + (((W 2d3 + r2k3)b2
3 −W 2e3a3b3 +W 2g3a

2
3)c3

2

−a2(((f3 − d1)W 2 + (−a11 + c31)W − r2k1)b2
3 +W ((e1 − h3)W + b11)a3b3 −W 2g1a

2
3)c2

2

−Wa2
2b3(((f1 − k3)W + c11)b3 −Wh1a3)c2 +W 2k1a

3
2b

2
3) sin(θ) + (((Wf3 + c31)b3 −W

h3a3)c2
2 + (((f1 − 2k3)W + c11)b3 −Wh1a3)a2c2 − 2Wk1a

2
2b3)b3c2r)

√
−b3c2 − c2 cos(θ)(

((−b2
3 + (g2 − h3)b3 + g1a3)c2 − b3(a2h1 − a3k1 − b3k2))b3c

2
2r

2 cos2(θ) + b3c2r(((e3 + a3)

b3 − 2g3a3)Wc2
2 + (−W (f2 + a2)b2

3 + (((e1 − h3)a2 − a3(f1 − h2))W + b11a2 − c11a3)b3

+(−2a2a3g1 + a2
3h1)W )c2 −Wa2b3(a2h1 − 2a3k1 − 2b3k2)) sin(θ) + r2b2

3(h3 + b3)c3
2 + ((

−W 2d2 − r2k2)b3
3 + (a3(e2 − d1)W 2 − a3(a11 − b21)W + r2(a2h1 − a3k1))b2

3 +Wa2
3((e1

−g2)W + b11)b3 −W 2g1a
3
3)c2

2 + (Wf2b
2
3 + ((f1 − h2)W + c11)a3b3 −Wh1a

2
3)Wa2b3c2−

W 2a2
2b

2
3(a3k1 + b3k2))),

θ̇ = − b3c2√
−b3c2

+
ε√

−b3c2c3
2b

2
3r

(cos θ(−b3((g3 − b3)c2
2 + ((−h2 + k3)b3 + g1a2 − h1a3)c2 + k1

a2b3)c2
2r

2 cos2 θ − ((((e2 − f3)W + b21 − c31)b2
3 + ((e1 − 2g2 + h3)W + b11)a3b3 − 2Wg1

a2
3)c2

2 − a2b
2
3((f1 + h2 − 2k3)W + c11)c2 + 2b2

3Wa2
2k1)c2r sin θ − c4

2b
2
3r

2 + ((W 2d3 − r2(h2

−k3))b2
3 − a3(W 2e3 + r2h1)b3 +W 2g3a

2
3)c3

2 − a2(((f3 − d1)W 2 + (−a11 + c31)W − r2k1)

b2
3 +W ((e1 − h3)W + b11)a3b3 −W 2g1a

2
3)c2

2 −Wa2
2b3(((f1 − k3)W + c11)b3 −Wh1a3)c2

+W 2k1a
3
2b

2
3)
√
−b3c2 + (−(−c2((−b2

3 + (g2 − h3)b3 + g1a3)c2 − b3(a2h1 − a3k1 − b3k2))r

sin θ + ((e3 + a3)b3 − 2g3a3)Wc2
2 + (−W (f2 + a2)b2

3 + (((−f1 + h2)a3 + (e1 − h3)a2)W

+b11a2 − c11a3)b3 + (−2a2a3g1 + a2
3h1)W )c2 −Wa2b3(a2h1 − 2a3k1 − 2b3k2))b3c2r

cos2 θ + (((−W 2d2 − r2k2)b3
3 + a3((e2 − d1)W 2 + (−a11 + b21)W − r2k1)b2

3 +Wa2
3((e1−

g2)W + b11)b3 −W 2g1a
3
3)c2

2 + (Wf2b
2
3 + ((f1 − h2)W + c11)a3b3 −Wh1a

2
3)Wa2b3c2−

W 2a2
2b

2
3(a3k1 + b3k2)) sin θ − b3c2(−Wa3c

2
2b3 + (Wf2b

2
3 + ((f1 − h2)W + c11)a3b3 −Wh1

a2
3)c2 − 2Wa2b3(a3k1 + b3k2))r)c2),

Ẇ =
ε

c2
2b

2
3

(((a2
2k1 − a2c2f1 + c2

2d1)b2
3 + a3c2(a2h1 − c2e1)b3 + a2

3c
2
2g1)W 2 − c2(r((a3h1 − b3f1)

c2 + 2k1a2b3)b3 sin θ + r((2a3g1 − b3e1)c2 + h1a2b3)
√
−b3c2 cos θ + (a3b3b11 − a11b

2
3)c2+

a2b
2
3c11)W + rb3c

2
2(−r(b3k1 + c2g1) cos2 θ + cos θ(r sin θh1 + b11)

√
−b3c2 + b3(rk1 + c11

sin θ))).
(3.11)

Nous changeons la variable indépendante de t à θ, et en notant la dérivée par rapport à θ par
un point, le système différentiel (3.11) devient

ṙ = − ε

b3
3c

4
2

(((−b3c2r((g3 − b3)c2
2 + ((−h2 + k3)b3 + g1a2 − h1a3)c2 + k1a2b3) sin(θ) + (((e2−

f3)W + b21 − c31)b2
3 + ((e1 − 2g2 + h3)W + b11)a3b3 − 2Wg1a

2
3)c2

2 − a2b
2
3((f1 + h2 − 2k3)
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W + c11)c2 + 2b2
3Wa2

2k1)c2r cos2(θ) + (((W 2d3 + r2k3)b2
3 −W 2e3a3b3 +W 2g3a

2
3)c3

2 − a2(

((f3 − d1)W 2 + (−a11 + c31)W − r2k1)b2
3 +W ((e1 − h3)W + b11)a3b3 −W 2g1a

2
3)c2

2 −W
a2

2b3(((f1 − k3)W + c11)b3 −Wh1a3)c2 +W 2k1a
3
2b

2
3) sin(θ) + (((Wf3 + c31)b3 −Wh3a3)

c2
2 + (((f1 − 2k3)W + c11)b3 −Wh1a3)a2c2 − 2Wk1a

2
2b3)b3c2r)

√
−b3c2 − c2 cos(θ)(((−b2

3

+(g2 − h3)b3 + g1a3)c2 − b3(a2h1 − a3k1 − b3k2))b3c
2
2r

2 cos2(θ) + b3c2r(((e3 + a3)b3−
2g3a3)Wc2

2 + (−W (f2 + a2)b2
3 + (((e1 − h3)a2 − a3(f1 − h2))W + b11a2 − c11a3)b3 + (−

2a2a3g1 + a2
3h1)W )c2 −Wa2b3(a2h1 − 2a3k1 − 2b3k2)) sin(θ) + r2b2

3(h3 + b3)c3
2 + ((−W 2

d2 − r2k2)b3
3 + (a3(e2 − d1)W 2 − a3(a11 − b21)W + r2(a2h1 − a3k1))b2

3 +Wa2
3((e1 − g2)

W + b11)b3 −W 2g1a
3
3)c2

2 + (Wf2b
2
3 + ((f1 − h2)W + c11)a3b3 −Wh1a

2
3)Wa2b3c2 −W 2

a2
2b

2
3(a3k1 + b3k2))) = F1(θ, r,W ),

Ẇ = − ε

c3
2b

3
3

(((a2
2k1 − a2c2f1 + c2

2d1)b2
3 + a3c2(a2h1 − c2e1)b3 + a2

3c
2
2g1)W 2 − c2(r((a3h1 − b3f1)

c2 + 2k1a2b3)b3 sin θ + r((2a3g1 − b3e1)c2 + h1a2b3)
√
−b3c2 cos θ + (a3b3b11 − a11b

2
3)c2+

a2b
2
3c11)W + rb3c

2
2(−r(b3k1 + c2g1) cos2 θ + cos θ(r sin θh1 + b11)

√
−b3c2 + b3(rk1 + c11

sin θ))) = F2(θ, r,W ).
(3.12)

Le système différentiel (3.12) est écrit dans la forme normale (3.3), prêt à être appliqué à La
théorie de moyennisation de la section 3.2, où x = (r,W ), t = θ, T = 2π,(

ṙ

Ẇ

)
= F (θ, r,W ) =

(
F1(θ, r,W )
F2(θ, r,W )

)
, et f(r,W ) =

(
f1(r,W )
f2(r,W )

)
. (3.13)

Il est immédiat de vérifier que le système (3.12) satisfait toutes les hypothèses du Théorème
3.2.1. Maintenant, nous calculons les intégrales (3.5), c’est-à-dire

f1(r,W ) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(θ, r,W )dθ =
r
√
−c2b3

2c3
2b

3
3

(T1W +N1),

f2(r,W ) =
1

2π

∫ 2π

0

F2(θ, r,W )dθ = −
√
−c2b3

2c3
2b

3
3

(D1W
2 +R1r

2 + C1W ).

Le système f1(r,W ) = f2(r,W ) = 0 a une unique solution (r∗,W ∗) avec r∗ > 0, à savoir

(r∗,W ∗) =

 1

T1

√
C1N1T1 −D1N

2
1

R1

,−N1

T1

 ,

si T1 > 0, R1(C1N1T1 − D1N
2
1 ) > 0, et le Jacobien (3.6) en (r∗,W ∗) prend la valeur J =

N1(N1D1 − C1T1)/(2c5
2b

5
3T1) 6= 0 où

N1 = −(((b21 + c31)c2 + a2c11)b3 + a3b11c2)c2b3,

C1 = −2c2((a3b11 − a11b3)c2 + a2b3c11)b3,

T1 = ((−e2 − f3)c2
2 + a2(h2 + 2k3 − f1)c2 + 2a2

2k1)b2
3 + ((2g2 + h3 − e1)c2 + 2a2h1)c2a3b3+

2c2
2a

2
3g1,

D1 = (2a2
2k1 − 2a2c2f1 + 2c2

2d1)b2
3 + 2a3c2(a2h1 − c2e1)b3 + 2c2

2a
2
3g1,

R1 = b3c
2
2(b3k1 − c2g1).
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Alors, le Théorème 3.2.1 garantit pour ε > 0 suffisamment petit l’existence d’une solution
périodique (r(θ, ε),W (θ, ε)) du système (3.12) telle que (r(0, ε),W (0, ε)) → (r∗,W ∗) lorsque
ε→ 0.

Ainsi, pour ε > 0 suffisamment petit, le système (3.11) a la solution périodique (r(t, ε), θ(t, ε),
W (t, ε)) avec θ(t, ε) =

√
−b3c2, t+O(ε), telle que (r(0, ε), θ(0, ε),W (0, ε))→ (r∗, 0,W ∗) lorsque

ε→ 0.

Par conséquent, le système (3.10) a la solution périodique

(U(t, ε), V (t, ε),W (t, ε)) =
(
r∗ cos(

√
−b3c2 t) +O(ε), r∗ sin(

√
−b3c2 t) +O(ε),W ∗ +O(ε)

)
,

pour ε > 0 suffisamment petit. Par conséquent, le système (3.9) pour ε > 0 suffisamment petit
a la solution périodique

(u(t, ε), v(t, ε), w(t, ε)) =
(
εr∗ cos(

√
−b3c2 t) +O(ε2), εr∗ sin(

√
−b3c2 t) +O(ε2), εW ∗ +O(ε2)

)
.

(3.14)

Finalement, pour ε > 0 suffisamment petit, le système (3.7) a la solution périodique (X(t, ε),
Y (t, ε), Z(t, ε)) obtenue à partir de (3.14) grâce au changement de variables (3.8). Cette solution
périodique tend vers l’origine des coordonnées lorsque ε → 0. Par conséquent, il existe une
solution périodique partant du point d’équilibre de zéro-Hopf (1, 1, 1) lorsque ε = 0. Ceci achève
la preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (i).

Exemple 1. Considérons le système de Kolmogorov
ẋ = x(x− 3 + y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(y − 1) + (z − 1)2),

ẏ = y(x− 3 + y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(z − 1) + (y − 1)2 + (z − 1)2),

ż = z(x− 1− y + z + (x− 1)2 + (y − 1)2 + (y − 1)(z − 1) + (z − 1)2).

(3.15)

Ce système dans les nouvelles variables (X, Y, Z) s’écrit

Ẋ = (X + 1)(X2 +XY + Z2 + (X − Z)ε),

Ẏ = (Y + 1)(X2 +XZ + Y 2 + Z2 +X + Z),

Ż = (Z + 1)(X2 + Y 2 + Y Z + Z2 +X − Y ).

Le système correspondant associé au système différentiel (3.13) a sa fonction F (θ, r,W ) avec
les composantes

F1(θ, r,W ) = −r2 cos3 θ + (1 + 4W )r cos2 θ + (r(−5W − 1) sin θ +W 2 + 2W ) cos θ
+(5W 2 + 2r2 + 2W ) sin θ + (−3W − 1)r,

F2(θ, r,W ) = −r2 cos2 θ − cos θWr − r(2W + 1) sin θ + 3W 2 + r2 + 2W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le système donné par la fonction moyen-
née f(r,W ) = (f1(r,W ), f2(r,W )) = (0, 0) où

f1(r,W ) =
−r(2W + 1)

2
, f2(r,W ) = 3W 2 +

1

2
r2 + 2W.

Ce système a quatre solutions pour (r,W ) données par (0, 0), (0,−2/3), (
√

2/2,−1/2),
(−
√

2/2,−1/2). La solution (0, 0) ne fournit aucune orbite périodique car elle correspond au
point d’équilibre localisé à l’origine. Il y a deux bonnes solutions fournies par La théorie de
moyennisation du premier ordre, (0,−2/3) et (

√
2/2,−1/2). Puisque les déterminants (3.6) à

ces deux solutions sont −1/3 et 1/2 et donc non nuls, respectivement, le système de Kolmogorov
(3.15) a deux cycles limites bifurquant de l’origine fournis par La théorie de moyennisation du
premier ordre. Nous traçons ces deux cycles limites pour ε = 10−5 dans la Figure 3.1, où nous
fournissons les
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conditions initiales des deux cycles limites que nous avons tracés. Le logiciel utilisé pour
réaliser toutes les figures est Maple 20.

Figure 3.1: 1er CL : X(0) = ε/3 + 1, Y (0) = ε/3 + 1, Z(0) = 5ε/3 + 1.

2ème CL : X(0) = 1− ε/2, Y (0) = 1− ε
(√

2 + 1
)
/2, Z(0) = 1 + ε/2.

Puisque les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) aux points singuliers (0,−2/3)
et (
√

2/2,−1/2) sont respectivement (−2, 1/6) et (−1± i)/2, par le Théorème 3.2.1, les cycles
limites sont respectivement instable et stable. En revenant à travers les changements de va-
riables comme nous l’avons fait dans la preuve du Théorème 3.1.1, nous obtenons que les cycles
limites bifurquant du point d’équilibre (1, 1, 1) du système (3.15) sont respectivement

(x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε)) = (1− 2ε/3 +O(ε2), 1− 2ε/3 +O(ε2), 1 + 2ε/3 +O(ε2)), et
(x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε)) = (1− ε/2 +O(ε2), 1− ε(

√
2 cos t+ 1)/2 +O(ε2), 1 + ε(

√
2 sin t+ 1)/2

+O(ε2)).

Preuve 3 (Preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (ii)) Nous considérons mainte-
nant le système de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramètres donnés dans la condition
(ii). Nous translatons le point d’équilibre (1, 1, 1) à l’origine des coordonnées en effectuant le
changement de variables x = X + 1, y = Y + 1, z = Z + 1. Alors le système (3.2) devient

Ẋ = (X + 1)(d1X
2 + e1XY + f1XZ + g1Y

2 + h1Y Z + k1Z
2 − b20X + b1Y + (−2Xb21 + Zc11)ε),

Ẏ = (Y + 1)(d2X
2 + e2XY + f2XZ + g2Y

2 + h2Y Z + k2Z
2 + a2X + b20Y + (Y b21 + Zc21)ε),

Ż = (Z + 1)(X2d3 +XY e3 +XZf3 + Y 2g3 + Y Zh3 + Z2k3 + Zεc31 +Xa3 + Y b3).
(3.16)

Nous écrivons la partie linéaire du système (3.16) avec ε = 0 au point d’équilibre (0, 0, 0) dans
sa forme normale de Jordan réelle 0 −

√
−a2b1 − b2

20 0√
−a2b1 − b2

20 0 0
0 0 0

 , tel que a2b1 + b2
20 < 0.

Pour cela, nous effectuons le changement de variables

 u
v
w

 =


− b20

b1

√
−A2

1√
−A2

0

1

b1

0 0

S2

A2

−P2

A2

1


 X

Y
Z

 ,
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avec inverse  X
Y
Z

 =


0 b1 0√
−A2 b20 0

− P2√
−A2

b3 1


 u

v
w

 ,

où A2 = a2b1 + b2
20, P2 = a3b1 + b20b3, S2 = −a2b3 + a3b20. En suivant maintenant les mêmes

étapes que dans le cas du Théorème 3.1.1 sous la condition (i), nous obtenons le système

ṙ =
ε

A2
2b1

(
√
−A2r cos2 θ sin2 θ(A2(h1(b20b3 + P2) + 2b2

20g1 − b2
1(a2 − b20 + e2)− b1(b20(2b20−

e1 + 2g2) + h2b3)) + P2b
2
20h1 + ((f1 − h2)b1 + 2b3k1)P2b20 − (b1f2 + 2b3k2)b1P2 + A2

2g1+

P 2
2 k1) + rA2 cos θ sin θ(W (((f1 − h2)b20 − 2b3k2)b1 + (b2

20 + A2)h1 − b2
1f2 + 2k1(b20b3+

P2)) + (a3c11 − 3b20b21 − b3c21)b1 + 2b20b3c11) + r2A2 cos θ sin2 θ(P2(b1f1 + b20h1 + 2b3k1

) + A2(b2
1 + b1e1 + 2b20g1 + b3h1)− b3

1d2 + ((−e2 − a2 + d1)b20 − f2b3)b2
1 + (−b3

20 + (e1−

g2)b2
20 − b3(h2 − f1)b20 − k2b

2
3)b1 + b20(b2

20g1 + b20b3h1 + b2
3k1)) + (−A2)

3
2 sin θW (Wk1+

c11) + sin3 θ(−A2)
3
2 r2(b2

3k1 + (b1f1 + b20h1)b3 + b2
1d1 + b1b20e1 + b2

20g1) + r(−A2)
3
2 sin2 θ

(W (b1f1 + b20h1 + 2b3k1)− 2b1b21 + b3c11)− r
√
−A2 cos2 θ(((2b1k2 − 2b20k1)P2 + (b1h2

−b20h1)A2)W + (b1c21 − b20c11)P2 + A2b1b21) + r2 cos3 θ(((b20 + g2)b1 − b20g1)A2
2 + P2(

b1h2 − b20h1)A2 + (b1k2 − b20k1)P 2
2 )− A2 cos θW ((Wk2 + c21)b1 − b20(Wk1 + c11)))

= F1(θ, r,W ),

Ẇ = − ε

A2
2

√
−A2

(−r sin2 θ cos θ((e3b1 + 2g3b20 + b3(h3 + b3))A2
2 + (((−e2 + f3 − a2 + a3)b1−

2b2
20 + (b3 − 2g2 + h3)b20 − b3(h2 − 2k3))P2 + S2(b2

1 + b1e1 + 2b20g1 + b3h1))A2 + (S2(b1

f1 + b20h1 + 2b3k1)− P2(b1f2 + b20h2 + 2b3k2))P2)
√
−A2 − rA2 sin θ(W (((f3 + a3)b1+

(h3 + b3)b20 + 2k3b3)A2 + S2(b1f1 + b20h1 + 2b3k1)− P2(b1f2 + b20h2 + 2b3k2)) + A2b3

c31 − S2(2b1b21 − b3c11)− P2(b20b21 + b3c21))− r2A2 sin2 θ(A2((k3 + b20)b2
3 + ((f3 + a3)

b1 + b20h3)b3 + b2
1d3 + b1b20e3 + b2

20g3) + S2(b2
3k1 + (b1f1 + b20h1)b3 + b2

1d1 + b1b20e1+

b2
20g1)− P2(b3

20 + b2
20g2 + ((a2 + e2)b1 + h2b3)b20 + k2b

2
3 + b2

1d2 + b1b3f2)) + r2 cos2 θ(A3
2

g3 + ((h3 − b20 + b3 − g2)P2 + S2g1)A2
2 + P2((−h2 + k3)P2 + h1S2)A2 + P 2

2 (S2k1 − P2k2

))− cos θ
√
−A2r((A

2
2(h3 + b3) + A2(h1S2 − P2(h2 − 2k3)) + 2P2(S2k1 − P2k2))W − A2

P2(b21 − c31) + P2(S2c11 − P2c21))− (A2
2k3 + A2(S2k1 − P2k2))W 2 − (A2

2c31 + A2(S2c11

−P2c21))W ) = F2(θ, r,W ).
(3.17)

Dans ce cas, les intégrales (3.5) sont

f1(r,W ) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(θ, r,W )dθ = −r(T2W +N2)

2(−A2)
3
2 b1

,

f2(r,W ) =
1

2π

∫ 2π

0

F2(θ, r,W )dθ = −D2W
2 +R2r

2 + C2W

2(−A2)
5
2

.
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Le système f1(r,W ) = f2(r,W ) = 0 a une solution unique (r∗,W ∗) avec r∗ > 0, à savoir

(r∗,W ∗) =

 1

T2

√
C2N2T2 −D2N

2
2

R2

,−N2

T2

 ,

si T2 > 0, R2(C2N2T2−D2N
2
2 ) > 0 et le Jacobien (3.6) en (r∗,W ∗) est −N2(C2T2−N2D2)/(2A4

2

T2b1) 6= 0, où

N2 = −A2(b1b21 − b3c11) + P2(b1c21 − b20c11),

C2 = −2A2(A2c31 + S2c11 − P2c21)

D2 = −2A2(A2k3 + S2k1 − P2k2),

T2 = A2(b1(f1 + h2) + 2b3k1) + 2P2b1k2 − 2P2b20k1,

R2 = A2
2((−k3 − b20)b2

3 + ((−a3 − f3)b1 − b20h3)b3 − b2
1d3 − b1b20e3 − b2

20g3 + S2g1 − P2(b20−
b3 + g2 − h3)) + A2(−S2(b2

3k1 + (b1f1 + b20h1)b3 + b2
1d1 + b1b20e1 + b2

20g1) + P2(b1(b20(

a2 + e2) + b3f2) + b2
20(b20 + g2) + b2

1d2 + b20b3h2 + b2
3k2 + S2h1)− P 2

2 (h2 − k3)) + A3
2g3

+P 2
2 (S2k1 − P2k2),

alors, par le Théorème 3.2.1, pour ε > 0 suffisamment petit, le système (3.16) a une solution
périodique (X(t, ε), Y (t, ε), Z(t, ε)) tendant vers (0, 0, 0) lorsque ε→ 0. Par conséquent, il existe
une solution périodique partant du point d’équilibre zéro-Hopf (1, 1, 1) lorsque ε = 0. Cela
complète la preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (ii).

Exemple 2. Considérons le système de Kolmogorov

ẋ = x(x− 3 + y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(y − 1) + (z − 1)2),

ẏ = y(−2x+ y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(z − 1) + (y − 1)2 + (z − 1)2),

ż = z(x− 1− y + z + (x− 1)2 + (y − 1)2 + (y − 1)(z − 1) + (z − 1)2).

(3.18)

Ce système dans les variables (X, Y, Z) s’écrit

Ẋ = (X + 1)(X2 +XY + Z2 − Zε−X + Y ),

Ẏ = (Y + 1)(X2 +XZ + Y 2 + Z2 + Zε− 2X + Y ),

Ż = (Z + 1)(X2 + Y 2 + Y Z + Z2 − 3Zε+X − Y ).

Le système correspondant (3.17) est

F1(θ, r,W ) = −r cos θ sin θ(−W + 2) +W sin θ(W − 1) + 3r2 sin3 θ + r sin2 θ(−2W + 1)+

2r2 cos3 θ + 2 cos θW,

F2(θ, r,W ) = 4r2 sin θ cos θ − r sin θ(3W − 4) + 5r2 sin2 θ + r2 cos2 θ + 2W 2 − 4W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le système

f1(r,W ) = −r(2W − 1)

2
= 0, f2(r,W ) = 2W 2 + 3r2 − 4W = 0.

Ce système possède les solutions (r,W ) données par (0, 0), (0, 2), (
√

2/2, 1/2), (−
√

2/2, 1/2).
Comme dans l’exemple 1, nous avons deux bonnes solutions, (0, 2) et (

√
2/2, 1/2). Les déter-

minants (3.6) à ces solutions sont respectivement −6 et 3. Par conséquent, le système (3.18) a
deux cycles limites bifurquant du point d’équilibre (1, 1, 1) en utilisant La théorie de moyen-
nisation du premier ordre. Nous représentons ces deux cycles limites bifurqués pour ε = 10−5

dans la Figure 3.2.
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Figure 3.2: 1er CL : X(0) = ε + 1, Y (0) = ε + 1, Z(0) = 2ε + 1.

2ème CL : X(0) = 1 + ε, Y (0) = 1 + ε
√
2/2, Z(0) = 1 + ε/2.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) aux points singuliers (0, 2) et
(
√

2/2, 1/2) sont respectivement (4,−3/2) et (−1 ± i
√

2). Par le Théorème 3.2.1, les cycles
limites sont respectivement instable et stable.

Preuve 4 (Preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (iii)) Nous considérons mainte-
nant le système de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramètres donnés dans la condition (iii).
Nous translatons le point d’équilibre (1, 1, 1) à l’origine des coordonnées et le système (3.2) de-
vient

Ẋ = (X + 1)((Xa11 + Y b11 + Zc11)ε+ d1X
2 + e1XY + f1XZ + g1Y

2 + h1Y Z + k1Z
2),

Ẏ = (Y + 1)(X2d2 +XY e2 +XZf2 + Y 2g2 + Y Zh2 + Y εb21 + Z2k2 +Xa2 + Y b20 + Zc2),

Ż = (Z + 1)(X2d3 +XY e3 +XZf3 + Y 2g3 + Y Zh3 + Z2k3 − Zεb21 +Xa3 + Y b3 − Zb20).
(3.19)

Nous écrivons la partie linéaire du système (3.19) avec ε = 0 au point d’équilibre (0, 0, 0) dans
sa forme normale de Jordan réelle 0 −

√
−b2

20 − b3c2 0√
−b2

20 − b3c2 0 0
0 0 0

 , tel que b2
20 + b3c2 < 0.

Pour cela, nous effectuons le changement de variables

 u
v
w

 =


P3

A3

−1 0

a2√
−A3

b20√
−A3

c2√
−A3

1

A3

0 0


 X

Y
Z

 ,

avec inverse  X
Y
Z

 =


0 0 A3

−1 0 P3

b20

c2

√
−A3

c2

L3


 u

v
w

 ,

où A3 = b2
20 + b3c2, P3 = −a2b20 − a3c2, L3 = −a2b3 + a3b20. En suivant les mêmes étapes que
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dans le cas du Théorème 3.1.1 sous la condition (i), nous obtenons le système

ṙ =
ε

A3c2
2

√
−A3

(−
√
−A3r

2 cos2 θ sin θ((−2b20k1 + c2h1)P3 + (2b20k2 − c2
2 − c2h2)A3 + (k2−

c2)b3
20 + ((−h2 + k3)c2 + a2k1)b2

20 − c2((−g2 + h3 + b3)c2 + a2h1)b20 + a2c
2
2g1 + c3

2g3)+

A3r
2 cos θ sin2 θ((−h3 − b20 − b3)c2

2 + (−2b2
20 + (−h2 + 2k3)b20 − a2h1)c2 + 2a2b20k1+

2b2
20k2 + A3k2 − P3k1)− c2

√
−A3r cos θ sin θ((A2

3f2 + (−c2
2e3 + ((−e2 + f3 − a2 + a3)b20

−a2e1 + P3)c2 + b2
20f2 + f1a2b20 + (−f1 + h2)P3 + 2L3k2)A3 + ((−h3 − b20 − b3)c2

2 + (−
2b2

20 + (−h2 + 2k3)b20 − a2h1)c2 + 2a2b20k1 + 2b2
20k2 − 2P3k1)L3 − h1P

2
3 + ((−c2 + h2)

b2
20 + ((b3 − 2g2 + h3)c2 + a2h1)b20 − 2a2c2g1 − 2g3c

2
2)P3)W − (a2b11 + 2b20b21)c2 − c11(

−a2b20 + P3)) + c2r cos2 θ(((a2c2 − b20f2 + c2e2)A2
3 + (L3c

2
2 + ((−e1 + 2g2 + b20)P3 + h2

L3)c2 − b20((−f1 + h2)P3 + 2L3k2))A3 + P3((2b20k1 − c2h1)L3 + P3(b20h1 − 2c2g1)))W

+(b20c11 − b11c2)P3 + A3b21c2) + c2A3r sin2 θ((((b20 + b3 + h3)c2 + a2h1 + h2b20)P3 + ((

−2c2 + 2k2)b20 + 2a2k1 + 2c2k3)L3 + ((f3 + a3)c2 + f1a2 + f2b20)A3)W + a2c11 − b21c2)

−r2 cos3 θ((b2
20k2 − b20c2h2 + c2

2g2)A3 + (−b2
20k1 + b20c2h1 − c2

2g1)P3) + A3

√
−A3((−b20

+k3)c2 + a2k1 + b20k2)r2 sin3 θ − c2
2

√
−A3W sin θ((A2

3(a2d1 + b20d2 + c2d3) + (((b20 + e1

)a2 + b20e2 + c2e3)P3 + ((f3 + a3)c2 + f1a2 + f2b20)L3)A3 + ((k2 − c2)b20 + c2k3 + a2k1)

L2
3 + ((b20 + b3 + h3)c2 + a2h1 + h2b20)P3L3 + (a2g1 + b2

20 + b20g2 + c2g3)P 2
3 )W + (A3a11

+L3c11 + P3b11)a2 − b21(L3c2 − P3b20))− c2
2W cos θ((A3

3d2 + ((e2 + a2 − d1)P3 + f2L3)

A2
3 + (L2

3k2 + (c2 − f1 + h2)P3L3 + (−e1 + g2 + b20)P 2
3 )A3 − L2

3P3k1 − L3P
2
3 h1 − g1P

3
3 )

W − P3(P3b11 + (a11 − b21)A3 + L3c11))) = F1(θ, rW ),

Ẇ =
ε

c2
2A3

√
−A3

(r2 cos2 θ(b2
20k1 − b20c2h1 + c2

2g1)− A3r
2k1 sin2 θ + sin θ

√
−A3c2r((A3f1+

2L3k1 + P3h1)W + c11) + cos θ
√
−A3r

2 sin θ(2b20k1 − c2h1) + c2r cos θ((A3(b20f1 − c2e1)

+(2b20k1 − c2h1)L3 + P3(b20h1 − 2c2g1))W + b20c11 − b11c2) + c2
2(P 2

3 g1 + (A3e1 + L3h1)

P3 + A2
3d1 + A3L3f1 + L2

3k1)W 2 + (A3a11 + L3c11 + P3b11)c2
2W ) = F2(θ, rW ).

(3.20)
Nous calculons les intégrales (3.5) et nous obtenons

f1(r,W ) = −r(T3W +N3)

2c2(−A3)
3
2

, f2(r,W ) = −D3W
2 +R3r

2 + c30W

2c2
2(−A3)

3
2

.

Le système f1(r,W ) = f2(r,W ) = 0 a une solution unique (r∗,W ∗) avec r∗ > 0, à savoir

(r∗,W ∗) =

 1

T3

√
c30N3T3 −D3N

2
3

R3

,−N3

T3

 ,

si T3 > 0, R3(c30N3T3−D3N
2
3 ) > 0 et le Jacobien (3.6) en (r∗,W ∗) est N3(c30T3−N3D3)/(2c3

2A
3
3

T3) 6= 0, où

D3 = 2c2
2(A3(A3d1 + L3f1 + P3e1) + g1P

2
3 + L3(L3k1 + P3h1)),

C3 = 2c2
2(A3a11 + L3c11 + P3b11),

R3 = −c2(b20h1 − c2g1)− k1(−b2
20 + A3),
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N3 = (b20c11 − b11c2)P3 + A3a2c11,

T3 = ((a2 + a3 + e2 + f3)c2 + a2f1)A2
3 + (((−e1 + 2g2 + h3 + 2b20 + b3)c2 + a2h1 + b20f1)P3+

(c2
2 + (h2 + 2k3 − 2b20)c2 + 2a2k1)L3)A3 + P3((2b20k1 − c2h1)L3 + P3(b20h1 − 2c2g1)),

alors, par le Théorème 3.2.1, pour ε > 0 suffisamment petit et en revenant aux change-
ments de variables, nous obtenons que le système différentiel (3.2) a une solution périodique
(x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε)) qui tend vers l’équilibre (1, 1, 1) lorsque ε→ 0. Par conséquent, il existe
une orbite périodique partant du point d’équilibre zéro-Hopf situé à (1, 1, 1) lorsque ε = 0. Cela
complète la preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (iii).

Exemple 3. Considérons le système de Kolmogorov

ẋ = x(x− 3 + y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(y − 1) + (z − 1)2),

ẏ = y(−2x+ 3 + y − 2z + (x− 1)2 + (x− 1)(z − 1) + (y − 1)2 + (z − 1)2),

ż = z(x− 3 + y + z + (x− 1)2 + (y − 1)2 + (y − 1)(z − 1) + (z − 1)2).

(3.21)

Ce système dans les nouvelles variables (X, Y, Z) ayant le point d’équilibre à l’origine des
coordonnées s’écrit

Ẋ = ((X + 1)((−3X + Z)ε+X2 +XY + Z2),

Ẏ = (Y + 1)(X2 +XZ + Y 2 + Z2 − 2X + Y − 2Z),

Ż = (Z + 1)(X2 + Y 2 + Y Z + Z2 +X + Y − Z).

Les deux composantes du système correspondant (3.20) sont

F1(θ, r,W ) =
1

2
(r(W (37 cos2 θ + 78 cos θ sin θ + 29 sin2 θ) + 4 cos2 θ + 6 cos θ sin θ + 2 sin2 θ))

−1

4
(r2(9 cos3 θ + 19 cos2 θ sin θ + 19 cos θ sin2 θ + sin3 θ)) +W sin θ(−65W − 12

) +W cos θ(−47W − 24),

F2(θ, r,W ) =
1

2
(r cos θ(4W + 1)− r sin θ(r cos θ − 6W − 1))− r2

4
− 6W 2 − 6W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le système

f1(r,W ) =
r(33W + 3)

2
= 0, f2(r,W ) = −6W 2 − r2

4
− 6W = 0.

Ce système possède les solutions (r,W ) données par (0, 0), (0,−1), (4
√

15/11,−1/11),
(−4
√

15/11,−1/11). Comme dans l’exemple 1, nous avons deux bonnes solutions, (0,−1) et
(4
√

15/11,−1/11). Les déterminants (3.6) à ces solutions sont respectivement −90 et 180/11.
Par conséquent, le système (3.21) a deux cycles limites bifurquant du point d’équilibre (1, 1, 1)
en utilisant La théorie de moyennisation du premier ordre. Nous représentons ces deux cycles
limites bifurqués pour ε = 10−5 dans la Figure 3.3.
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Figure 3.3: 1er CL : X(0) = 1 + 2ε, Y (0) = 1− 3ε, Z(0) = 1− 2ε.

2ème CL : X(0) = 1 + ε/11, Y (0) = 1− 4(
√
15 + 1)ε/11, Z(0) = 1− (2

√
15 + 3)ε/11.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) aux points singuliers (4
√

15/11,−1/11)
et (0,−1) sont respectivement (−27±3i

√
139)/11 et (−15, 6). Par le Théorème 3.2.1, les cycles

limites sont respectivement stable et instable.

Preuve 5 (Preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (iv)) Nous considérons mainte-
nant le système de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramètres donnés dans la condition (iv).
Nous translatons le point d’équilibre (1, 1, 1) à l’origine des coordonnées et le système (3.2) de-
vient

Ẋ = (X + 1)((−2Xc31 + Y b11)ε+ d1X
2 + e1XY + f1XZ + g1Y

2 + h1Y Z + k1Z
2 − c30X+

c1Z),

Ẏ = (Y + 1)(X2d2 +XY e2 +XZf2 + Y 2g2 + Y Zh2 + Y εb21 + Z2k2 +Xa2 + Zc2),

Ż = (Z + 1)((Y b31 + Zc31)ε+ d3X
2 + e3XY + f3XZ + g3Y

2 + h3Y Z + k3Z
2 + a3X + c30Z).

(3.22)
Nous écrivons la partie linéaire du système (3.22) avec ε = 0 au point d’équilibre (0, 0, 0) dans
sa forme normale de Jordan réelle 0 −

√
−a3c1 − c2

30 0√
−a3c1 − c2

30 0 0
0 0 0

 , tel que a3c1 + c2
30 < 0.

Pour cela, nous effectuons le changement de variables

 u
v
w

 =


− c30

c1

√
−A4

0
1√
−A4

1

c1

0 0

K4 A4 −M4


 X

Y
Z

 ,

avec inverse  X
Y
Z

 =


0 c1 0

− M4√
−A4

c2
1

A4√
−A4 c30 0


 u

v
w

 ,

où A4 = a3c1 + c2
30, M4 = a2c1 + c2c30, K4 = a2c30 − a3c2. En suivant les mêmes étapes que
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dans le cas du Théorème 3.1.1 sous la condition (i), nous obtenons le système

ṙ =
ε

A4
4c1

(((a3 − d3)c3
1 + (c2

30 + (−a3 − f3 + d1)c30 + e1a2 − e3c2 + f1a3)c2
1 + (−c3

30 + (2f1−

k3)c2
30 + ((2e1 − h3)c2 + h1a2 + 2k1a3)c30 − g3c

2
2 + (2a2g1 + a3h1)c2)c1 + 3c2

2c30g1 + 3c2

c2
30h1 + 3c3

30k1)A3
4r

2 sin2 θ cos θ + A2
4

√
−A4r

2 cos2 θ sin θ(−A4((a3 − c30 + f3)c2
1 + (2c2

30+

(2k3 − f1)c30 + c2h3)c1 − c2c30h1 − 2c2
30k1)−M4(c2

1e3 + ((h3 − e1)c30 + 2c2g3)c1 − 2c2

c30g1 − c2
30h1) + A2

4k1 + A4M4h1 +M2
4 g1) + A2

4r cos θ sin θ((−c2
1e3 + ((−h3 + e1)c30+

2a2g1 + h1a3 − 2c2g3)c1 + 2c2
30h1 + 4c2c30g1)W + A4((a2b11 − b31c2 − 3c30c31)c1 + 2b11c2

c30)) + A2
4(−A4)

3
2 r2 sin3 θ(c2

30k1 + (c1f1 + c2h1)c30 + c2
1d1 + c1c2e1 + c2

2g1) + sin θ(−A4)
3
2

W (A4b11 +Wg1) + A2
4r

2 cos3 θ(A2
4(c1c30 + c1k3 − c30k1) + A4M4(c1h3 − c30h1) +M2

4 (c1

g3 − c30g1)) + A4W cos θ(A4(b11c30 − b31c1)−W (c1g3 − c30g1))− A4 cos2 θ
√
−A4r((A4(

c1h3 − c30h1) + 2M4(c1g3 − c30g1))W + A2
4c1c31 − A4M4(b11c30 − b31c1)) + A4 sin2 θ(−

A4)
3
2 r(A4(b11c2 − 2c1c31) +W (c1e1 + 2c2g1 + c30h1))) = F1(θ, r,W ),

Ẇ = − ε

A2
4

√
−A4

(−A4

√
−A4r

2 cos θ sin θ(A2
4(c1f2 + c2

2 + c2h2 + 2c30k2) + A4(K4(c2
1 + c1f1+

c2h1 + 2c30k1) +M4((a2 − a3 + e2 − f3)c1 − 2c2
30 + (−2k3 + c2 + h2)c30 − c2(h3 − 2g2)))

+K4M4(c1e1 + 2c2g1 + c30h1)−M2
4 (c1e3 + 2c2g3 + c30h3))− A4r sin θ((A4((a2 + e2)c1+

(c30 + 2g2)c2 + c30h2) +K4(c1e1 + 2c2g1 + c30h1)−M4(c1e3 + 2c2g3 + c30h3))W + A2
4b21

c2 + A4(K4(b11c2 − 2c1c31)−M4(b31c2 + c30c31)))− A2
4r

2 sin2 θ(A4((c30 + g2)c2
2 + ((a2+

e2)c1 + c30h2)c2 + c2
30k2 + c2

1d2 + c1c30f2) + (c2
30k1 + (c1f1 + c2h1)c30 + c2

1d1 + c1c2e1+

c2
2g1)K4 − (c3

30 + k3c
2
30 + ((a3 + f3)c1 + c2h3)c30 + c2

1d3 + c1c2e3 + g3c
2
2)M4) + A4r

2

cos2 θ(A3
4k2 + A2

4(K4k1 +M4(c2 − c30 + h2 − k3)) +M4A4(K4h1 +M4(g2 − h3)) +K4

M2
4 g1 −M3

4 g3)−
√
−A4r cos θ((A2

4(c2 + h2) + A4(K4h1 +M4(2g2 − h3)) + 2K4M4g1−
2M2

4 g3)W + A2
4M4(b21 − c31) +M4A4(K4b11 −M4b31)) + (−A4g2 −K4g1 +M4g3)W 2−

(A2
4b21 + A4(K4b11 −M4b31))W ) = F2(θ, r,W ).

(3.23)
Alors

f1(r,W ) =
r(T4W +N4)

2(−A4)
5
2 c1

, f2(r,W ) = −D4W
2 +R4r

2 + C4W

2(−A4)
5
2

.

Le système f1(r,W ) = f2(r,W ) = 0 admet une solution unique (r∗,W ∗) avec r∗ > 0, à savoir

(r∗,W ∗) =

 1

T4

√
C4N4T4 −D4N

2
4

R4

,−N4

T4

 ,

si T4 > 0, R4(C4N4T4−D4N
2
4 ) > 0 et le Jacobien (3.6) en (r∗,W ∗) est −N4(C4T4−N4D4)

/(2A5
4T4c1) 6= 0,
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où
N4 = A2

4(b11c2 − c1c31)− A4M4(b11c30 − b31c1),

C4 = −2A4(A4b21 +K4b11 −M4b31),

T4 = A4(c1e1 + c1h3 + 2c2g1) + 2M4(c1g3 − c30g1),

D4 = −2(A4g2 +K4g1 −M4g3),

R4 = A2
4((c3

30 + k3c
2
30 + ((a3 + f3)c1 + h3c2)c30 + c2

2g3 + c2
1d3 + c1c2e3 +K4h1)M4 +M2

4 (g2−
h3)− (k1c

2
30 + (c1f1 + c2h1)c30 + c2

1d1 + c1c2e1 + c2
2g1)K4) + A3

4((−c30 − g2)c2
2 + ((−a2−

e2)c1 − c30h2)c2 − c2
30k2 − c2

1d2 − c1c30f2 +K4k1 +M4(c2 − c30 + h2 − k3)) + A4M
2
4 (K4

g1 −M4g3) + A4
4k2,

Alors, par le Théorème 3.2.1, pour ε > 0 suffisamment petit et en revenant à travers les change-
ments de variables du système (3.22), il existe une solution périodique (X(t, ε), Y (t, ε), Z(t, ε))
qui tend vers l’équilibre (0, 0, 0) lorsque ε → 0. Ainsi, il existe une solution périodique partant
du point d’équilibre de zéro-Hopf (1, 1, 1) lorsque ε = 0. Cela achève la preuve du Théorème
3.1.1 sous la condition (iv).

Exemple 4. Considérons le système de Kolmogorov

ẋ = x(x+ y − 2z + (x− 1)2 + (x− 1)(y − 1) + (z − 1)2),

ẏ = y(−2x+ y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(z − 1) + (y − 1)2 + (z − 1)2),

ż = z(x− 1− y + z + (x− 1)2 + (y − 1)2 + 10(y − 1)(z − 1)− (z − 1)2).

(3.24)

Ce système dans les variables (X, Y, Z) s’écrit

Ẋ = (X + 1)(X2 +XY + 6Xε+ Z2 −X − 2Z),

Ẏ = (Y + 1)(X2 +XZ + Y 2 + Z2 − 2X + Z),

Ż = (Z + 1)((Y − 3Z)ε+X2 + Y 2 + 10Y Z − Z2 +X + Z).

Les deux composantes du système correspondant associé au système (3.23) sont

F1(θ, r,W ) =
1

2
(((−22W − 16)r sin θ + 2W 2 + 13r2 − 2W ) cos θ − 3r2 sin θ)− 31r2 cos3 θ + r

(−43r sin θ +W − 14) cos2 θ − r(W − 6),

F2(θ, r,W ) = 184r2 cos2 θ + (246r2 sin θ + r(−9W + 40)) cos θ + r sin θ(61W + 46)− 6W 2−
83r2 + 5W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le système

f1(r,W ) = −r(2W + 4)

4
= 0, f2(r,W ) = −6W 2 + 9r2 + 5W = 0.

Ce système a pour solutions (0, 0), (0, 5/6), (
√

34/3,−2), (−
√

34/3,−2). Comme dans l’exemple
1, nous avons deux bonnes solutions, (0, 5/6) et (

√
34/3,−2). Les déterminants (3.6) en ces so-

lutions sont respectivement 85/12 et 34. Ainsi, le système (3.24) possède deux cycles limites
bifurquant à partir du point d’équilibre (1, 1, 1) en utilisant La théorie de moyennisation au
premier ordre. Nous traçons ces deux cycles limites bifurqués pour ε = 10−5 dans la Figure 3.4.
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Figure 3.4: 1er CL : X(0) = 1 + ε, Y (0) = 1− 5ε/6, Z(0) = 1 + ε.

2ème CL : X(0) = 1 + ε, Y (0) = 1 + (2− 5
√
34/3)ε, Z(0) = 1 + ε

√
34/3.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) aux points singuliers (
√

34/3,−2) et
(0, 5/6) sont respectivement (29±

√
705)/2 et (−5,−17/2). Selon le Théorème 3.2.1, les cycles

limites sont respectivement instable et stable.

Preuve 6 (Preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (v)) Nous considérons mainte-
nant le système de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramètres donnés dans la condition (v).
Nous translatons le point d’équilibre (1, 1, 1) à l’origine des coordonnées, puis le système (3.2)
devient

Ẋ = (X + 1)((−2Xc31 + Y b11)ε+ d1X
2 + e1XY + f1XZ + g1Y

2 + h1Y Z + k1Z
2 − c30X+

c1Z),

Ẏ = (Y + 1)((−c2c31X

c1

+ b21Y )ε− c2c30X

c1

+ c2Z + d2X
2 + e2XY + f2XZ + g2Y

2 + h2Y Z+

k2Z
2),

Ż = (Z + 1)(X2d3 +XY e3 +XZf3 + Y 2g3 + Y Zh3 + Z2k3 + Zεc31 +Xa3 + Y b3 + Zc30).
(3.25)

Comme d’habitude, nous écrivons la partie linéaire du système (3.25) avec ε = 0 à (0, 0, 0) dans
sa forme normale de Jordan réelle 0 −

√
−a3c1 − b3c2 − c2

30 0√
−a3c1 − b3c2 − c2

30 0 0
0 0 0

 ,

tel que a3c1 + b3c2 + c2
30 < 0.

Pour cela, nous effectuons le changement de variables

 u
v
w

 =


M5

c1A5b3

1

A5

0

c30

c1

√
−A5b3

0 − 1

b3

√
−A5

− c2

c1A5

1

A5

0


 X

Y
Z

 ,

avec inverse  X
Y
Z

 =

 c1b3 0 −c1b3

b3c2 0 M5

c30b3 −b3

√
−A5 −c30b3

 u
v
w

 ,
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où A5 = a3c1 + b3c2 + c2
30, M5 = a3c1 + c2

30. En suivant les mêmes étapes que dans la preuve
sous la condition (i), nous obtenons le système

ṙ = − ε

c1A2
5b3

(
√
−A5b

2
3r

2 cos3 θ(b3c1(c2
30k2 + (c1f2 + c2h2)c30 + c2

1d2 + c1c2e2 + c2
2g2) + (c2

30k1+

(c1f1 + c2h1)c30 + c2
1d1 + c1c2e1 + c2

2g1)M5) + cos θ
√
−A5W ((b3

3c1(c2
1d2 + c1c30f2 + c2

30k2)

+((d1 − e2)c2
1 + c30(f1 − h2)c1 + c2

30k1)b2
3M5 − b3((e1 − g2)c1 + h1c30)M2

5 +M3
5 g1)W+

M5b3c1(b21 + 2c31) + b2
3c1c2c31 +M2

5 b11) +
√
−A5b3r cos2 θ((M2

5 (c1e1 + 2c2g1 + c30h1)−
b2

3c1(2c2
30k2 + (2c1f2 + c2h2)c30 + 2c2

1d2 + c1c2e2)−M5b3((2d1 − e2)c2
1 + ((−h2 + 2f1)c30

+c2(e1 − 2g2))c1 + 2c2
30k1 + c2c30h1))W + b3c1c2(b21 − c31) +M5(b11c2 − 2c1c31)) + A2

5b
2
3

r2 sin3 θ(c1c30 + c1k3 − c30k1) + A5b
2
3r

2 cos2 θ sin θ(((−a3 − f3 + d1)c30 + b3f2 − c2e3)c2
1+

(−c3
30 + (f1 − k3)c2

30 + ((−h3 − b3 + e1)c2 + 2k2b3)c30 − ((g3 − b3)c2 − h2b3)c2)c1 + c30(c2
2

g1 + c2c30h1 + c2
30k1) +M5(c2

1 + c1f1 + c2h1 + 2c30k1)− c3
1d3) + A5b3r cos θ sin θ((b3(2a3

c30 − b3f2 + c2e3 − 2c30d1 + 2c30f3)c2
1 − b3(2(k1 − c1)c3

30 + (2(f1 − k3)c1 + c2h1)c2
30 + ((−

h3 − b3 + e1)c2 + 2k2b3)c1c30 − 2c3
1d3)−M5((b3 + e3)c2

1 + ((−h2 − c2 + c30 + f1)b3 + (h3

−e1)c30 + 2c2g3)c1 + c30(2b3k1 − 2c2g1 − c30h1)) +M2
5h1)W + c30(b11c2 − 3c1c31))− A5

W sin θ(((c3
1d3 + c30(a3 + f3 − d1)c2

1 + c2
30(k3 + c30 − f1)c1 − k1c

3
30)b2

3 +M2
5 (c1g3 − c30g1

)− (c2
1e3 + c30(b3 − e1 + h3)c1 − c2

30h1)b3M5)W − c30(3b3c1c31 +M5b11)) + cos θ(−A5)
3
2

r2b2
3 sin2 θ((−a3 + c30 − f3)c2

1 + (−2c2
30 + (−2k3 + f1)c30 + (−h3 − b3)c2 + k2b3)c1 + 2c2

30

k1 + c2c30h1 +M5k1)− (−A5)
3
2 b3r sin2 θ((((b3 + h3)c1 − h1c30)M5 − b3((a3 − c30 + f3)c2

1

+c30(2c30 − f1 + 2k3)c1 − 2c2
30k1))W + c1c31)) = F1(θ, r,W ),

Ẇ = − ε

c1A5

√
−A5

(A5b
2
3r

2 sin2 θ(c1k2 − c2k1)− b2
3r

2 cos2 θ(c3
1d2 + ((−d1 + e2)c2 + c30f2)c2

1+

((g2 − e1)c2
2 + c30(h2 − f1)c2 + c2

30k2)c1 − c3
2g1 − c2

2c30h1 − c2c
2
30k1) +

√
−A5Wb3r sin θ((

(c2 − f2)c2
1 + (c2f1 − 2c30k2)c1 + 2c2c30k1)b3 +M5((c2 + h2)c1 − c2h1))−

√
−A5b

2
3r

2

cos θ sin θ((c2 − f2)c2
1 + (−c2

2 + (f1 − h2)c2 − 2c30k2)c1 + c2
2h1 + 2c2c30k1)− b3r cos θ(((

c2
1e2 + ((−e1 + 2g2)c2 + h2c30)c1 − 2c2

2g1 − c2c30h1)M5 − b3(2c3
1d2 + ((−2d1 + e2)c2+

2c30f2)c2
1 + (−c2

2e1 + c30(h2 − 2f1)c2 + 2c2
30k2)c1 − c2

2c30h1 − 2c2c
2
30k1))W + c2((b21 + c31

)c1 − b11c2)) + (M5b3(c2
1e2 − c1(c2e1 − c30h2)− c2c30h1)−M2

5 (c1g2 − c2g1)− b2
3(c3

1d2−
c2

1(c2d1 − c30f2)− c1c30(c2f1 − c30k2)− c2c
2
30k1))W 2 + (b3c1c2c31 +M5(b11c2 − b21c1))W

) = F2(θ, r,W ),
(3.26)

Pour ce système différentiel, nous calculons les intégrales (3.5) et nous obtenons

f1(r,W ) = −r(T5W +N5)

2(−A5)
3
2 c1

, f2(r,W ) =
D5W

2 +R5r
2 + C5W

2(−A5)
3
2 c1

.

Le système f1(r,W ) = f2(r,W ) = 0 a une unique solution (r∗,W ∗) avec r∗ > 0, à savoir

(r∗,W ∗) =

 1

T5

√
C5N5T5 −D5N

2
5

R5

,−N5

T5

 ,
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Si T5 > 0, R5(C5N5T5−D5N
2
5 ) > 0, et le jacobien (3.6) en (r∗,W ∗) est −N5(C5T5−N5D5)/(2T5

c2
1A

3
5) 6= 0, où

N5 = b3c1c2b21 +M5(b11c2 − c1c31),

C5 = 2b3c1c2c31 + 2M5(b11c2 − b21c1),

D5 = 2M5b3(c2
1e2 − c1(c2e1 − c30h2)− c2c30h1)− 2M2

5 (c1g2 − c2g1)− 2b2
3(c3

1d2 − c2
1(c2d1 − c30

f2)− c1c30(c2f1 − c30k2)− c2c
2
30k1),

R5 = b2
3(A5(c1k2 − c2k1)− c3

1d2 + ((d1 − e2)c2 − c30f2)c2
1 + ((−g2 + e1)c2

2 − c30(h2 − f1)c2−
c2

30k2)c1 + c2(c2
2g1 + c2c30h1 + c2

30k1)),

T5 = M2
5 (c1e1 + 2c2g1 + c30h1)− b2

3c1(2c2
30k2 + (2c1f2 + c2h2)c30 + 2c2

1d2 + c1c2e2)− A5b3((a3

−c30 + f3)c2
1 + (2c30 − f1 + 2k3)c30c1 − 2c2

30k1) +M5(((b3 + h3)c1 − c30h1)A5 − ((2d1−
e2)c2

1 + ((−h2 + 2f1)c30 + c2(e1 − 2g2))c1 + c30(c2h1 + 2c30k1))b3),

alors, d’après le Théorème 3.2.1, pour ε > 0 suffisamment petit et en revenant sur les change-
ments de variables du système (3.25), il existe une solution périodique (X(t, ε), Y (t, ε), Z(t, ε))
qui tend vers l’équilibre (0, 0, 0) lorsque ε→ 0. Ainsi, il existe une solution périodique partant du
point d’équilibre de zéro-Hopf (1, 1, 1) lorsque ε = 0. Cela achève la démonstration du Théorème
3.1.1 sous la condition (v).

Exemple 5. Considérons le système de Kolmogorov

ẋ = x(x− 3 + y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(y − 1) + (z − 1)2),

ẏ = y(−2x+ y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(z − 1)− (y − 1)2 − (y − 1)(z − 1) + (z − 1)2),

ż = z(x+ 1− 3y + z + (x− 1)2 + (y − 1)2 − 6(z − 1)2).
(3.27)

Ce système dans les variables (X, Y, Z) s’écrit

Ẋ = (X + 1)(X2 +XY − 2Xε+ Z2 −X + Z),

Ẏ = (Y + 1)(X2 +XZ −Xε− Y 2 − Y Z + Z2 −X + Z),

Ż = (Z + 1)(X2 + Y 2 − 6Z2 + Zε+X − 3Y + Z).

Le système correspondant associé au système (3.26) est

F1(θ, r,W ) =
1

3
(W cos θ(−3W − 3) +W sin θ(−65W + 9)) + r(−33r cos3 θ + 3r cos2 θ sin θ+

35W cos2 θ + 37W cos θ sin θ − 3 cos θ sin θ + 42r cos θ − 18r sin θ − 42W + 1),

F2(θ, r,W ) = 18r2 cos2 θ + 3r cos θ(−8W + 1) + 7W 2 − 3W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le système

f1(r,W ) = −1

2
r(49W − 2) = 0, f2(r,W ) = 7W 2 + 9r2 − 3W = 0.

Ce système a les solutions (0, 0), (0, 3/7), (
√

266/147, 2/49), (−
√

266/147, 2/49). Comme dans
l’exemple 1, nous avons deux bonnes solutions, (0, 3/7) et (

√
266/147, 2/49). Les déterminants

(3.6) en ces solutions sont respectivement −57/2 et 38/7. Ainsi, le système (3.27) a deux
cycles limites se bifurquant à partir du point d’équilibre (1, 1, 1) en utilisant La théorie de
moyennisation au premier ordre. Nous représentons ces deux cycles limites bifurqués pour ε =
10−5 dans la Figure 3.5.
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Figure 3.5: 1er CL : X(0) = 1 + 16ε/7, Y (0) = 1 + 13ε/7, Z(0) = 1 + 16ε/7.

2ème CL : X(0) = 1 + (6−
√
266)ε/49, Y (0) = 1 + (4−

√
266)ε/49, Z(0) = 1 + (6−

√
266)ε/49.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) aux points singuliers (
√

266/147, 2/49)
et (0, 3/7) sont respectivement (−17 ± 5i

√
31)/14 et (3,−19/2). Selon le Théorème 3.2.1, les

cycles limites sont respectivement stable et instable.

Preuve 7 (Preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (vi)) Maintenant, nous considé-
rons le système de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramètres donnés dans la condition (vi).
Nous translatons le point d’équilibre (1, 1, 1) à l’origine des coordonnées et le système (3.2) de-
vient

Ẋ = (X + 1)(−2X(b21 + c31)ε+ d1X
2 + e1XY + f1XZ + g1Y

2 + h1Y Z + k1Z
2 −Xb20 −X

c30 + b1Y + c1Z),

Ẏ = (Y + 1)

((
b21Y +

b21c1Z

b1

)
ε+ a2X + Y b20 +

Zb20c1

b1

+ d2X
2 + e2XY + f2XZ + g2Y

2

+h2Y Z + k2Z
2) ,

Ż = (Z + 1)

((
2b1c31Y

c1

+ c31Z

)
ε+ a3X +

b1c30Y

c1

+ c30Z + d3X
2 + e3XY + f3XZ + g3Y

2

+h3Y Z + k3Z
2) ,

(3.28)
Nous écrivons la partie linéaire du système (3.28) avec ε = 0 au point d’équilibre (0, 0, 0) dans
sa forme normale de Jordan réelle 0 −

√
−A6 0√

−A6 0 0
0 0 0

 , tel que A6 < 0.

Pour cela, nous effectuons le changement de variables

 u
v
w

 =


1√
A6

0 0

b20 + c30

A6

− b1

A6

− c1

A6

− H6

b1A6

−F6

A6

c1P6

b1A6


 X

Y
Z

 ,
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avec inverse  X
Y
Z

 =


√
A6 0 0

b20

√
A6

b1

P6

b1

1

c30

√
A6

c1

F6

c1

−b1

c1


 u

v
w

 ,

où
A6 = −(a2b1 + a3c1 + b2

20 + 2b20c30 + c2
30), H6 = a2b1c30 − a3b20c1,

P6 = a2b1 + b2
20 + b20c30, F6 = a3c1 + b20c30 + c2

30,

et en suivant les mêmes étapes que dans la démonstration sous la condition (i), nous obtenons
le système

ṙ =
ε

A
3
2
6 b

2
1c

2
1

((W 2 cos θ(b2
1k1 − b1c1h1 + c2

1g1)b2
1 − r sin θ cos θ(((−c1f2 − 2c30k2)b3

1 + ((e2 − f3+

a2 − a3)c2
1 + ((f1 − h2 − c30)b20 + c30(f1 + h2 − 2k3 − c30))c1 + 2k1(b20c30 + c2

30 + F6))b2
1

−(−e3c
2
1 + (−b2

20 + (e1 − 2g2 + h3 − c30)b20 − c30(h3 − e1))c1 + h1(−b2
20 + c2

30 + F6 − P6))

c1b1 − 2(−b20g3c1 + g1(b2
20 + b20c30 + P6))c2

1)W + b1c
2
1((3b20 + 3c30)b21 + (4b20 + 3c30)c31

))b1 + r2 cos θ sin2 θ(−b1F6(((−c30 + f3 + a3 − b20)b1 + b20(b20 + h3))c2
1 + (f2b

2
1 + ((c30−

f1 + h2)b20 + c30(2c30 − f1 + 2k3))b1 − b20h1(b20 + c30))c1 − 2b1(−k2b1 + k1(b20 + c30))

c30)− P6c1(((a2 − b20 − c30 + e2)c1 + c30(c30 + h2))b2
1 + (e3c

2
1 + (2b2

20 + (2g2 + c30 − e1)

b20 + c30(h3 − e1))c1 − h1c30(b20 + c30))b1 + 2c1(c1g3 − (b20 + c30)g1)b20) + F 2
6 b

2
1k1 + F6

P6b1c1h1 + P 2
6 c

2
1g1))

√
A6 − b2

1W sin θ((k2b
3
1 + ((−h2 + k3)c1 − k1(b20 + c30))b2

1 − c1((h3−
g2)c1 − h1(b20 + c30))b1 − ((b20 + c30)g1 − c1g3)c2

1)W + b1c
2
1c31)− r2 sin3 θ(b2

1F
2
6 (k2b1 + (

k3 + c30)c1 − k1(b20 + c30)) + ((c30 + h2)b1 + (b20 + h3)c1 − h1(b20 + c30))P6F6b1c1 + ((

g2 + b20)b1 − b20g1 + c1g3 − c30g1)c2
1P

2
6 ) + b1r sin2 θ((b1(2b2

1k2 + ((2k3 + c30 − h2)c1−
2k1(b20 + c30))b1 − c1((b20 + h3)c1 − h1(b20 + c30)))F6 + c1((c30 + h2)b2

1 + ((h3 − b20−
2g2)c1 − h1(b20 + c30))b1 + 2c1((b20 + c30)g1 − c1g3))P6)W − ((F6 + P6)b21 + c31(F6+

2P6))c2
1b1) + (r2 cos3 θ

√
A6((c2

1d1 + c1c30f1 + c2
30k1)b2

1 + b20c1(c1e1 + c30h1)b1 + b2
20c

2
1g1)

+r2 sin θ cos2 θ((−c2
1d2 − c1c30f2 − c2

30k2)b3
1 + (−d3c

3
1 + ((d1 − e2 − a2)b20 − c30(f3 + a3

−d1))c2
1 + c30((f1 − h2 − c30)b20 + c30(f1 − k3 − c30))c1 + c2

30k1(b20 + c30))b2
1 + b20(−e3c

2
1

+(−b2
20 + (−c30 + e1 − g2)b20 + c30(e1 − h3))c1 + h1c30(b20 + c30))c1b1 + b2

20c
2
1((b20 + c30)

g1 − c1g3) + b1F6((c2
1 + c1f1 + 2c30k1)b1 + b20h1c1) + c1((b2

1 + b1e1 + 2b20g1)c1 + b1c30h1)

P6)− r cos2 θ(((c1f1 + 2c30k1)b2
1 + c1(−c1e1 + h1(b20 − c30))b1 − 2b20c

2
1g1)W + 2c2

1(b21+

c31)b1)b1)A6) = F1(θ, r,W ),

Ẇ =
ε

A
3
2
6 b

3
1c

2
1

(b1r sin θ(W (F 2
6 b1(2b2

1k2 − b1c1h2 − b20c
2
1) + F6b1(H6(2b1k1 − c1h1)− ((b20 + 2g2

−h3)c1 + b1(2k3 + c30 − h2))P6c1)− P 2
6 c1(b2

1c30 + b1c1h3 − 2c2
1g3) +H6P6c1(b1h1 − 2c1g1

)) + A6F6b1c
2
1b21 + P6b1c

2
1(P6 − A6)c31)− r2 sin2 θ(F 3

6 b
3
1k2 − P 3

6 c
3
1g3 − c1b1((c30 − h2+
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k3)b1 − b20c1)P6F
2
6 − c1b1P

2
6F6((−b20 − g2 + h3)c1 + b1c30) +H6(F 2

6 b
2
1k1 + F6P6b1c1h1+

P 2
6 c

2
1g1))− A6r

2 cos2 θ(((d2b
2
1 + b20(e2 + a2)b1 + b2

20(g2 + b20 + c30))c2
1 + b1c30(b1f2 + b20

h2)c1 + b2
1c

2
30k2)b1F6 − c1P6((d3c

2
1 + c30(f3 + a3)c1 + c2

30(k3 + b20 + c30))b2
1 + b20c1(c1e3+

c30h3)b1 + g3b
2
20c

2
1) +H6((c2

1d1 + c1c30f1 + c2
30k1)b2

1 + b20c1(c1e1 + c30h1)b1 + b2
20c

2
1g1))−

b2
1W (W (F6b1(b2

1k2 − b1c1h2 + c2
1g2)− P6c1(b2

1k3 − b1c1h3 + c2
1g3) +H6(b2

1k1 − b1c1h1+

c2
1g1))− P6b1c

2
1c31)−

√
A6(b1r cos θ(W ((((f3 + a3)c1 + c30(2k3 + b20 + c30))b2

1 + c1(−c1

e3 + h3(b20 − c30))b1 − 2b20c
2
1g3)c1P6 −H6((c1f1 + 2c30k1)b2

1 + c1(−c1e1 + h1(b20 − c30))

b1 − 2b20c
2
1g1)− b1(((−a2 − e2)b1 − (b20 + c30 + 2g2)b20)c2

1 + (b1f2 + h2(b20 − c30))b1c1+

2b2
1c30k2)F6) + (−2P6b1b20c

2
1 − P6b1c

2
1c30 − 2H6b1c

2
1)c31 + (F6b1b20c

2
1 + F6b1c

2
1c30 − 2H6b1

c2
1)b21) + r2 cos θ sin θ(F 2

6 b1(b2
20c

2
1 + (b2

1f2 + b1b20h2)c1 + 2b2
1c30k2) + F6b1(c1P6(((e2 − f3

+a2 − a3)c1 + c30(h2 − 2k3 − b20 − 2c30))b1 − b20c1(h3 − 2b20 − c30 − 2g2)) +H6((c2
1+

c1f1 + 2c30k1)b1 + b20h1c1))− P 2
6 c1(b2

1c
2
30 + b1c

2
1e3 + b1c1c30h3 + 2b20c

2
1g3) + ((b2

1 + b1e1

+2b20g1)c1 + b1c30h1)c1P6H6))) = F2(θ, r,W ).
(3.29)

En calculant les intégrales (3.5), nous obtenons

f1(r,W ) = −r(T6W +N6)

2b1A
3
2
6 c

2
1

, f2(r,W ) = −D6W
2 +R6r

2 + C6W

2A
3
2
6 b

3
1c

2
1

.

Le système f1(r,W ) = f2(r,W ) = 0 a une solution unique (r∗,W ∗) avec r∗ > 0, à savoir

(r∗,W ∗) =

 1

T6

√
C6N6T6 −D6N

2
6

R6

,−N6

T6

 ,

si T6 > 0, R6(C6N6T6−D6N
2
6 ) > 0, et le jacobien (3.6) en (r∗,W ∗) est −N6(C6T6−N6D6)/(2T6

A3
6b

4
1c

4
1) 6= 0, où

D6 = 2F6b
3
1(b2

1k2 − b1c1h2 + c2
1g2)− 2P6b

2
1c1(b2

1k3 − b1c1h3 + c2
1g3) + 2H6b

2
1(b2

1k1 − b1c1h1+

c2
1g1),

C6 = −2b3
1P6c

2
1c31,

N6 = A6b1b21c
2
1 − F6b1c

2
1c31,

R6 = F 3
6 b

3
1k2 + (H6b

2
1k1 − P6c1b1((c30 − h2 + k3)b1 − b20c1))F 2

6 + (A6b1((d2b
2
1 + b20(e2 + a2)b1

+b2
20(b20 + c30 + g2))c2

1 + b1c30(b1f2 + b20h2)c1 + k2b
2
1c

2
30)− ((−b20 − g2 + h3)c1 + b1c30)

P 2
6 c1b1 +H6P6b1c1h1)F6 + A6(((c2

1d1 + c1c30f1 + c2
30k1)b2

1 + b20c1(c1e1 + c30h1)b1 + b2
20c

2
1

g1)H6 − P6c1((d3c
2
1 + c30(f3 + a3)c1 + c2

30(k3 + b20 + c30))b2
1 + b20c1(c1e3 + c30h3)b1 + g3

b2
20c

2
1)) + P 2

6 c
2
1(−P6c1g3 +H6g1),

T6 = A6((c1f1 + 2c30k1)b2
1 + c1(−c1e1 + h1(b20 − c30))b1 − 2b20c

2
1g1)− F6b1(2k2b

2
1 + ((2k3+

c30 − h2)c1 − 2k1(b20 + c30))b1 − ((b20 + h3)c1 − h1(b20 + c30))c1)− P6c1((h2 + c30)b2
1+

((h3 − b20 − 2g2)c1 − h1(b20 + c30))b1 + 2(−g3c1 + g1(b20 + c30))c1).

Alors, selon le Théorème 3.2.1, pour ε > 0 suffisamment petit et en revenant sur les chan-
gements de variables, le système (3.28) a une solution périodique (X(t, ε), Y (t, ε), Z(t, ε)) qui
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tend vers l’équilibre (0, 0, 0) lorsque ε → 0. Par conséquent, il existe une solution périodique
partant du point d’équilibre de zéro-Hopf (1, 1, 1) lorsque ε = 0. Cela achève la démonstration
du Théorème 3.1.1 sous la condition (vi).

Exemple 6. Considérons le système de Kolmogorov

ẋ = x(x− 3 + y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(y − 1) + (y − 1)2 + (z − 1)2),

ẏ = y(−6x+ 4 + y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(z − 1) + (y − 1)2 + (y − 1)(z − 1) + (z − 1)2),

ż = z(x− 1− y + z + (x− 1)2 + (y − 1)2 + (y − 1)(z − 1) + (z − 1)2).
(3.30)

Ce système dans les nouvelles variables (X, Y, Z) s’écrit

Ẋ = (X + 1)(X2 +XY − 4Xε+ Y 2 + Z2 − 2X + Y + Z),

Ẏ = (Y + 1)(X2 +XZ + Y 2 + Y Z + Z2 − 6X + Y + Z),

Ż = (Z + 1)((4Y + 2Z)ε+X2 + Y 2 + Y Z + Z2 +X + Y + Z).

Le système correspondant associé au système (3.29) est

F1(θ, r,W ) = 13r2 cos3 θ + (−30r2 sin θ + r(15W − 14)) cos2 θ + ((−4W − 14)r sin θ + 2W 2−
9r2) cos θ + (2W 2 + 23r2 − 2W ) sin θ + r(−14W + 10),

F2(θ, r,W ) = −87r2 cos2 θ + (−114r2 sin θ + (34W − 52)r) cos θ + r sin θ(−50W + 40) + 7W 2

+84r2 − 8W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le système

f1(r,W ) = −r(13W − 6)

2
= 0, f2(r,W ) = 7W 2 +

81

2
r2 − 8W = 0.

Ce système a les solutions (r,W ) données par (0, 8/7), (2
√

186/117, 6/13), (−2
√

186/117, 6/13),
(0, 0). Comme dans l’exemple 1, nous avons deux bonnes solutions, (0, 8/7) et (2

√
186/117, 6/13).

Les déterminants (3.6) en ces solutions sont respectivement −248/7 et 372/13. Ainsi, le sys-
tème (3.30) a deux cycles limites bifurquant du point d’équilibre (1, 1, 1) en utilisant La théorie
de moyennisation du premier ordre. Nous représentons ces deux cycles limites bifurqués pour
ε = 10−5 dans la Figure 3.6.

Figure 3.6: 1er CL : X(0) = 1 + ε, Y (0) = 1 + 8ε/7, Z(0) = 1− 8ε/7.

2ème CL : X(0) = 1 + 2ε
√
286/117, Y (0) = 1 + ε(2

√
286 + 54)/117, Z(0) = 1 + ε(2

√
286− 54)/117.
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Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) aux points singuliers (2
√

186/117, 6/13)
et (0, 8/7) sont respectivement (−10 ± 8i

√
74)/13 et (8,−31/7). Selon le Théorème 3.2.1, les

cycles limites sont stable et instable, respectivement. Cela achève l’exemple 6.

Preuve 8 (Preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (vii)) Maintenant, nous consi-
dérons le système de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramètres donnés dans la condition
(vii). Nous translatan le point d’équilibre (1, 1, 1) à l’origine des coordonnées et le système (3.2)
devient

Ẋ = (X + 1)((−2b21 − 2c31)Xε+ (−b20 − c30)X + b1Y + c1Z + d1X
2 + e1XY + f1XZ + g1

Y 2 + h1Y Z + k1Z
2),

Ẏ = (Y + 1)

(((
−b20c31

b1

− b20(b21 + c31) + b21(b20 + c30)

b1

)
X + b21Y +

b21c1Z

b1

)
ε −

b20(b20 + c30)X

b1

+ b20Y +
b20c1Z

b1

+ d2X
2 + e2XY + f2XZ + g2Y

2 + h2Y Z + k2Z
2
)
,

Ż = (Z + 1)(X2d3 +XY e3 +XZf3 + Y 2g3 + Y Zh3 + Z2k3 + Zεc31 +Xa3 + Y b3 + Zc30).
(3.31)

Comme d’habitude, nous écrivons la partie linéaire du système (3.31) avec ε = 0 au point
d’équilibre (0, 0, 0) dans sa forme normale de Jordan réelle

0 −
√
−b1(a3b1c1 + b1c2

30 + b20b3c1)

b1

0√
−b1(a3b1c1 + b1c2

30 + b20b3c1)

b1

0 0

0 0 0

 ,

tel que b1(a3b1c1 + b1c
2
30 + b20b3c1) < 0.

Pour cela, nous effectuons le changement de variables

 u
v
w

 =


− B7

b1A7

M7

b1A7

0

− b20 + c30

b1

√
−b1A7

1√
−b1A7

c1

b1

√
−b1A7

− b20

b1A7

1

A7

0


 X

Y
Z

 ,

avec inverse  X
Y
Z

 =


−b2

1 0 b1M7

−b20b1 0 b1B7

−b
2
1c30

c1

b1

√
−b1A7

c1

−b1P7


 u

v
w

 ,

où A7 = a3b1c1 + b1c
2
30 + b20b3c1, M7 = b1c30 − b3c1, P7 = a3b1 + b20b3 + b3c30, B7 = a3c1 +

b20c30 + c2
30.

En suivant les mêmes étapes que dans la démonstration sous la condition (i), nous obtenons le
système

ṙ =
ε

b1c2
1A

2
7

(
√
−b1A7r

2b2
1 cos3 θ(B7((c2

1d1 + c1c30f1 + c2
30k1)b2

1 + b20c1(c1e1 + c30h1)b1 + b2
20c

2
1g1

)−M7((c2
1d2 + c1c30f2 + c2

30k2)b2
1 + b20c1(c1e2 + c30h2)b1 + b2

20c
2
1g2)) + A2

7b
3
1 sin3 θ(k2b1+
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(c30 + k3)c1 − k1(b20 + c30))r2 + A7b
2
1r

2 cos2 θ sin θ((−d3c
3
1 + ((−a3 − f3 + d1)c30 − b20(e2

−d1))c2
1 + (−c2

30 + (f1 − k3)c30 + b20(f1 − h2))c30c1 + c2
30k1(b20 + c30))b2

1 + b20c1(−e3c
2
1+

((e1 − h3 − b3)c30 + b20(e1 − g2))c1 + c30h1(b20 + c30))b1 + b2
20c

2
1(−g3c1 + g1(b20 + c30))+

B7((c2
1 + c1f1 + 2c30k1)b1 + b20c1h1)b1 − (b2

20c
2
1 + (b2

1f2 + b1b20h2)c1 + 2b2
1c30k2)M7 − (c2

1d2

+c1c30f2 + c2
30k2)b3

1)− A7b1rc1 sin θ cos θ((B7b1(((b20 + c30 − e2)c1 − h2c30)b2
1 + (−e3c

2
1+

(−b2
20 + (−2g2 + e1)b20 − c30(h3 + b3 − e1))c1 + c30h1(b20 + c30))b1 − 2c1(g3c1 − g1(b20+

c30))b20 +M7((c1 + f1 − h2)b1 − b20c1)− 2P7b1k1) + b1M7((−2b1d3 − b20e3)c2
1 + (−2d2b

2
1

+(−b2
20 + (−e2 − 2c30 + 2d1)b20 − c30(f3 + a3 + c30 − 2d1))b1 + b20(b20 + e1)(b20 + c30))c1

+(−f2b1 + f1(b20 + c30))b1c30 + 2P7b1k2) + P7b1(((f3 + a3 − b20 − c30)b1 + b20(h3 + b20+

b3))c2
1 + (f2b

2
1 + ((h2 − f1)b20 + (2k3 + 2c30 − f1)c30)b1 − b20h1(b20 + c30))c1 − 2b1c30(−k2

b1 + k1(b20 + c30))) + b2
1(B2

7h1 −M2
7 f2))W − (((b20 + 3c30)b1 − b3c1)b21 + 3b1c30c31)c1)−

A7b1Wc2
1 sin θ((B2

7b1((b20 + g2)b1 − b20g1 + g3c1 − c30g1)−B7b1(M7(b2
20 + (b1 + c30 + e1)

b20 + (c30 − e2)b1 − c1e3 + c30e1) + P7((h3 + b20 + b3)c1 + b1h2 − b20h1 − c30h1)) +M2
7 (

b2
20 + (2c30 − d1)b20 + b1d2 + c1d3 + c2

30 − c30d1)b1 − b1M7((f3 + a3 − b20 − c30)c1 + f2b1−
f1(b20 + c30))P7 + (k2b1 + (c30 + k3)c1 − k1(b20 + c30))P 2

7 b1)W +B7b1b21 − P7c1(b21+

c31) +M7c30(b21 + 2c31))−
√
−b1A7r

2b2
1A7 cos θ sin2 θ(((−a3 + b20 + c30 − f3)b1 − b20(h3

+b20 + b3))c2
1 + ((b20(f1 − h2)− (2k3 + 2c30 − f1)c30)b1 + b20h1(b20 + c30)− f2b

2
1)c1+

2b1c30(−k2b1 + k1(b20 + c30)) + b1(B7k1 −M7k2)) +
√
−b1A7Wc2

1 cos θ((B3
7b

2
1g1 +B2

7((b1

−b20 + e1 − g2)M7 − P7h1)b2
1 −B7b1(M2

7 ((b20 + c30 − d1 + e2)b1 − b20(b20 + c30)) +M7(

(c1 + f1 − h2)b1 − b20c1)P7 − P 2
7 b1k1)−M7b

2
1(M2

7d2 −M7P7f2 + P 2
7 k2))W −B7M7b1(

3b21 + 2c31) +M2
7 ((2b20 + c30)b21 + 2b20c31) +M7P7b21c1) + r(((−B2

7b1(b2
1c1 + b1(c1e1+

c30h1) + 2b20c1g1) +B7b1(M7(((b20 + c30 − 2d1 + e2)b1 + b20(b20 − e1 + 2g2))c1 + b1c30(

h2 − f1)) + P7((c2
1 + c1f1 + 2c30k1)b1 + b20c1h1) + A7((h3 + b20 + b3)c1 + b1h2 − b20h1−

c30h1)) +M2
7 ((2d2b

2
1 + b1b20e2 − b2

20(b20 + c30))c1 + b2
1c30f2) +M7(b1A7((f3 + a3 − b20−

c30)c1 + f2b1 − f1(b20 + c30))− P7(b2
20c

2
1 + (b2

1f2 + b1b20h2)c1 + 2b2
1c30k2))− 2b1A7(k2b1

+(c30 + k3)c1 − k1(b20 + c30))P7)W + 2B7b1b21c1 + 2B7b1c1c31 −M7b20b21c1 − 2M7b20c1

c31 + A7b21c1 + A7c1c31) cos2 θ − A7((B7((h3 + b20 + b3)c1 + b1h2 − h1(b20 + c30))b1 + b1

M7((f3 + a3 − b20 − c30)c1 + f2b1 − f1(b20 + c30))− 2(k2b1 + (c30 + k3)c1 − k1(b20 + c30)

)P7b1)W + c1(b21 + c31)))b1

√
−b1A7c1) = F1(θ, r,W ),

Ẇ =
ε
√
−b1A7

c2
1A

2
7

(A7b
2
1r

2 sin2 θ(b1k2 − b20k1) +
√
−b1A7b1r

2 cos θ sin θ((c1f2 + 2c30k2)b2
1 − b20(c2

1

+(f1 − h2)c1 + 2c30k1)b1 + b2
20c1(c1 − h1))−

√
−b1A7c1r sin θ(Wb1(B7((c1 − h1)b20 + b1

h2) +M7((−c1 − f1)b20 + f2b1)− 2P7(b1k2 − b20k1)) + c1b21)− b1c1r cos θ((B7((b20c1−
c1e2 − c30h2)b2

1 + b20(−b20c1 + (−2g2 + e1)c1 + c30h1)b1 + 2b2
20c1g1) + (b3

20c1 − c1(b1−
c30 − e1)b2

20 + b1((−c30 + 2d1 − e2)c1 + f1c30)b20 − b2
1(2c1d2 + c30f2))M7 + P7((c1f2+
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2c30k2)b2
1 − b20(c2

1 + (f1 − h2)c1 + 2c30k1)b1 + b2
20c1(c1 − h1)))W − b20b21c1)− b1r

2 cos2 θ

((c2
1d2 + c1c30f2 + c2

30k2)b3
1 + ((e2 − d1)c2

1 − c30(f1 − h2)c1 − k1c
2
30)b20b

2
1 + ((g2 − e1)c1−

c30h1)b2
20c1b1 − b3

20c
2
1g1) + (B7b1c

2
1(M7(b2

20 + (b1 + c30 + e1)b20 − b1e2) + P7((c1 − h1)b20

+b1h2))−M2
7 c

2
1b1(b2

20 + (c30 − d1)b20 + b1d2) + b1M7P7(f2b1 − b20(c1 + f1))c2
1 − P 2

7 b1c
2
1(

b1k2 − b20k1)−B2
7((b20 + g2)b1 − b20g1)c2

1b1)W 2 − b21c
2
1b20M7W ) = F2(θ, r,W ),

(3.32)
Maintenant, nous calculons les intégrales (3.5) et nous obtenons

f1(r,W ) = −r
√
−A7b1(T7W +N7)

2c1A2
7

, f2(r,W ) =
(R7r

2 +D7W
2 + C7W )

√
−A7b1

2c2
1A

2
7

.

Le système f1(r,W ) = f2(r,W ) = 0 a une solution unique (r∗,W ∗) avec r∗ > 0, à savoir

(r∗,W ∗) =

 1

T7

√
C7N7T7 −D7N

2
7

R7

,−N7

T7

 ,

si T7 > 0, R7(C7N7T7 − D7N
2
7 ) > 0 et le jacobien (3.6) en (r∗,W ∗) est −b1N7(C7T7 −

N7D7)/(2A3
7c

3
1T7) 6= 0, où

N7 = −((a3(b21 + c31)c1 + c30((b20 + c30)b21 + c30c31))b1 + b20b3c1c31)c1,

C7 = −2b21c
2
1b20M7,

R7 = A7b
2
1(b1k2 − b20k1)− b1((c2

1d2 + c1c30f2 + c2
30k2)b3

1 + ((−d1 + e2)c2
1 + c30(h2 − f1)c1 − k1

c2
30)b20b

2
1 + c1b

2
20((g2 − e1)c1 − c30h1)b1 − b3

20c
2
1g1),

D7 = 2b1c
2
1B7(M7(b2

20 + (b1 + c30 + e1)b20 − b1e2) + P7((c1 − h1)b20 + b1h2))− 2M2
7 (b2

20 + (c30

−d1)b20 + b1d2)c2
1b1 + 2c2

1b1(b1f2 − b20(c1 + f1))M7P7 − 2b1c
2
1P

2
7 (b1k2 − b20k1)− 2B2

7c
2
1(

(b20 + g2)b1 − b20g1)b1,

T7 = B2
7b1(b2

1c1 + b1(c1e1 + c30h1) + 2b20c1g1) +B7b1(A7((b20 + b3 + h3)c1 + b1h2 − b20h1−
c30h1)−M7(((b20 + c30 − 2d1 + e2)b1 + b20(b20 − e1 + 2g2))c1 + b1c30(h2 − f1))− ((c2

1+

c1f1 + 2c30k1)b1 + b20c1h1)P7)−M2
7 ((2b2

1d2 + b1b20e2 − b2
20(b20 + c30))c1 + b2

1c30f2)+

M7(P7(b2
20c

2
1 + (b2

1f2 + b1b20h2)c1 + 2b2
1c30k2) + b1A7((a3 − b20 − c30 + f3)c1 + b1f2 − f1

(b20 + c30)))− 2b1A7(b1k2 + (c30 + k3)c1 − k1(b20 + c30))P7,

alors, selon le Théorème 3.2.1, pour ε > 0 suffisamment petit et en revenant sur les changements
de variables, le système (3.32) a une solution périodique (X(t, ε), Y (t, ε), Z(t, ε)) qui tend vers
l’équilibre (0, 0, 0) lorsque ε → 0. Par conséquent, il existe une solution périodique partant du
point d’équilibre de zéro-Hopf (1, 1, 1) lorsque ε = 0. Cela achève la démonstration du Théorème
3.1.1 sous la condition (vii).

Exemple 7. Considérons le système de Kolmogorov

ẋ = x(x+ y − 2z + (x− 1)2 + (x− 1)(y − 1)− (y − 1)2 + (z − 1)2),

ẏ = y(−2x+ y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(z − 1) + (y − 1)2 + (z − 1)2),

ż = z(2x− 2− y + z + (x− 1)2 + (y − 1)2 + (y − 1)(z − 1) + (z − 1)2).

(3.33)
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Ce système dans les variables (X, Y, Z) s’écrit

Ẋ = (X + 1)(X2 +XY + 6Xε− Y 2 + Z2 − 2X + Y − 2Z),

Ẏ = (Y + 1)((2X + 4Y − 8Z)ε− 2X + Y − 2Z +X2 +XZ + Y 2 + Z2),

Ż = (Z + 1)(X2 + Y 2 + Y Z + Z2 − 7Zε+ 2X − Y + Z).

Les deux composantes correspondant au système (3.32) dans ce cas sont

F1(θ, r,W ) = −r
2

4
(3 cos3(θ) + 7 cos2(θ) sin(θ) + 5 sin3(θ)− 7 cos(θ) sin2(θ))− 1

2
(sin(θ) cos(θ)

r(12W − 26) + r((−10W − 10) cos2(θ) + 3W + 6)) + sin(θ)W (−3W + 2)+

cos(θ)W (7W + 2),

F2(θ, r,W ) = −1

2
(cos(θ) sin(θ)r2 + cos2(θ)r2 − sin(θ)r(W − 8)− cos(θ)r(−9W + 8))− 6W 2

+4W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le système

f1(r,W ) =
r(4W − 2)

4
= 0, f2(r,W ) = −6W 2 − r2

4
+ 4W = 0. (3.34)

Comme dans l’exemple 1, nous avons deux bonnes solutions, (0, 2/3) et (
√

2, 1/2). Les dé-
terminants (3.6) en ces solutions sont respectivement −2/3 et 1. Ainsi, le système (3.33) a deux
cycles limites bifurquant du point d’équilibre (1, 1, 1) en utilisant La théorie de moyennisation
au premier ordre. Nous représentons ces deux cycles limites bifurqués pour ε = 10−5 dans la
Figure 3.7.

Figure 3.7: 1er CL : X(0) = 1− 2ε/3, Y (0) = 1− 4ε/3, Z(0) = 1 + ε.

2ème CL : X(0) = 1− ε(2
√
10 + 1)/2, Y (0) = 1− ε(

√
10 + 1), Z(0) = 1 + ε

√
10/2.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) aux points singuliers (0, 2/3) et
(
√

2, 1/2) sont respectivement (−4, 1/6) et −1 avec multiplicité deux. Selon le Théorème 3.2.1,
les cycles limites sont respectivement instable et stable.

Preuve 9 (Preuve du Théorème 3.1.1 sous la condition (viii)) Maintenant, nous consi-
dérons le système de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramètres donnés dans la condition
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(viii). Nous translatan le point d’équilibre (1, 1, 1) à l’origine des coordonnées et le système
(3.2) devient

Ẋ = (X + 1)((−b2 − c30)X + b1Y + c1Z + d1X
2 + e1XY + f1XZ + g1Y

2 + h1Y Z + k1Z
2−

2c31Xε),

Ẏ = (Y + 1)(X2d2 +XY e2 +XZf2 + Y 2g2 + Y Zh2 + Z2k2 +Xa2 + Y b2 + Zc2),

Ż = (Z + 1)

((
(a2b1c31 + (b2 + c30)b2c31 + c31(b2c30 − b3c2))X

b1c2 − b2c1

+ c31Z

)
ε+

1

b1c2 − b2c1

((a2(

b1c30 − b3c1) + (b2 + c30)(b2c30 − b3c2))X) + b3Y + c30Z + d3X
2 + e3XY + f3XZ + g3

Y 2 + h3Y Z + k3Z
2
)
.

(3.35)
Nous écrivons la partie linéaire du système (3.35) avec ε = 0 au point d’équilibre (0, 0, 0) dans
sa forme normale de Jordan réelle

0 −
√

(b1c2 − b2c1)A

b1c2 − b2c1

0√
(b1c2 − b2c1)A

b1c2 − b2c1

0 0

0 0 0

 ,

où A = −(−b3
2c1 + b1b

2
2c2 + b2(−2b3c1c2 + b1c2c30) + c2(b1b3c2− b3c1c30 + b1c

2
30) +a2(b2

1c2− b3c
2
1 +

b1c1(c30 − b2))) et (b1c2 − b2c1)A > 0.
Pour cela, nous effectuons le changement de variables

 u
v
w

 =



FL

EA
−FM
EA

−F
A

−K
√
FA

EA

F
√
FA

EA
0

−G
A

H

A
−F
A


 X

Y
Z

 ,

avec inverse  X
Y
Z

 =


F − c1A√

AF
−F

K − c2A√
AF

−K
S

F
− c30A√

AF
P


 u

v
w

 ,

où

E = a2c
2
1 − b1c

2
2 + 2b2c1c2 + c1c2c30, P = a2b1 + b2

2 + b2c30, F = b1c2 − b2c1,

M = a2b1c1 + b1c2c30 + b2
2c1, K = a2c1 + b2c2 + c2c30, H = b1c30 − b3c1,

G = b2c30 − b3c2, A8 = −A,
L = a2b1c2 + a2c1c30 + b2

2c2 + 2b2c2c30 + c2c
2
30,

S = a2b1c1c30 − a2b3c
2
1 + b1b3c

2
2 + b1c2c

2
30 + b2

2c1c30 − 2b2b3c1c2 − b3c1c2c30.
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En suivant les mêmes étapes que dans le premier cas (i), nous obtenons le système

ṙ =
ε

F 3A2
8E
√
−FA8

(F 4A8W cos θ(((Ed3 + L(b2 + c30 − d1) +Md2)F 3 −KP (E(h3 + b3)F−

Lh1F +M(−b2c1c2 + Fh2)) + (E(Ke3F − P (b2
2c30 + (−b3c2 − c1f3 + c2

30)b2 + (a2b1 − b3

c2)c30 − a2b3c1 + b1c2f3))−KF (L(b1 + e1)−M(a2 + e2)) + PF (L(c1 + f1)−Mf2))F+

F (Eg3 − Lg1 +M(b2 + g2))K2 −MKPb1c
2
2 + P 2F (E(k3 + c30)− Lk1 +Mk2))W − c31

F (EG+ 2FL))− F 2A2
8r

2 sin2 θ(((a2 + e2)c2 + 2c1d2 + c30f2)F 4 +KF 3((a2 + 2b2 + c30−
2d1 + e2)c1 + (2g2 − b1 + 2b2 + c30 − e1)c2 − c30(f1 − h2)) + (E(−b2c

3
1d3 + ((b1d3 − b2e3)

c2 − c30(a2b3 + b2f3))c2
1 + ((b1e3 − b2g3)c2

2 + (−b3c30 + f3b1 − b2(h3 + 2b3))c30c2 − c2
30(−

a2b1 + b2(k3 − b2)))c1 + b1c2(g3c
2
2 + c30(h3 + b3)c2 + c2

30(k3 + c30)))−K2((b1 + e1)c1+

2c2g1 + c30h1)F − LF ((−b2 + d1)c2
1 + ((b1 + e1)c2 + c30f1)c1 + c2

2g1 + c2c30h1 + c2
30k1)+

FM((g2 + b2 + c30)c2
2 + ((a2 + e2)c1 + h2c30)c2 + c1c30f2 + c2

30k2 + c2
1d2) + S(c1f2 + c2

2+

c2h2 + 2c30k2)F )F −KS(c2
1 + c1f1 + c2h1 + 2c30k1)F ) cos θ + F 2A8r

2 cos3 θ((F (Ed3+

Md2) + L(b2 + c30 − d1)F + (Ee3 − L(b1 + e1) +M(a2 + e2))K)F 4 + (F (Eg3 − Lg1+

M(b2 + g2))K2 + S(E(Ff3 +G(b2 + c30) +Ha2)− F (L(c1 + f1)−Mf2)) +KS(E(h3+

b3)− Lh1 +M(c2 + h2)))F 2 + S2F (E(k3 + c30)− Lk1 +Mk2))− F 3A8r cos2 θ(((2Ed3+

2L(b2 + c30 − d1) + 2Md2)F 4 + (E(2Ke3F − P (Ff3 −Kb3 + Pc30)) + 2F (M(a2 + e2)−
L(b1 + e1))K + PF (L(c1 + f1)−Mf2))F 2 + (2F (Eg3 − Lg1 +M(b2 + g2))K2 − PF (E(

h3 + b3)− Lh1 +M(c2 + h2))K + S(E(Ff3 −Kb3 + Pc30)− L(c1 + f1)F +Mf2F ))F+

SF (E(K(h3 + b3)− 2P (k3 + c30))−K(Lh1 −M(c2 + h2)) + 2P (Lk1 −Mk2)))W − F 2

c31(E(P +G) + 2FL)− ESc31F ) + (−FA8)
3
2F 3W sin θ((F 3d2 + (K(a2 + b2 + c30 − d1

+e2)− Pf2)F 2 + (KP (c1 − c2 + f1 − h2) + P 2k2 −K2(b1 − b2 + e1 − g2))F −K3g1+

K2Ph1 −KP 2k1)W − 2FKc31) + F 4A2
8r sin2 θ((((a2 + e2)c2 + 2c1d2 + c30f2)F 2 + (K((

a2 + 2b2 + c30 − 2d1 + e2)c1 + (2g2 − b1 + 2b2 + c30 − e1)c2 − c30(f1 − h2))− P (c1f2+

c2
2 + c2h2 + 2c30k2))F −K2((b1 + e1)c1 + 2c2g1 + c30h1) +KP (c2

1 + c1f1 + c2h1 + 2c30k1

))W − 2Kc1c31) + F 3
√
−FA8A

2
8r

2 sin3 θ(((g2 + b2 + c30)c2
2 + ((a2 + e2)c1 + h2c30)c2+

c1c30f2 + c2
30k2 + c2

1d2)F − ((−b2 + d1)c2
1 + ((b1 + e1)c2 + c30f1)c1 + c2

2g1 + c2c30h1 + c2
30

k1)K) + F 2
√
−FA8rA8 cos θ sin θ((2d2F

5 + (2K(a2 + b2 + c30 − d1 + e2)− Pf2)F 4 + (

E(c2
30P + F (2c1d3 + c2e3 + c30f3)− b3c30K)− 2K2(b1 − b2 + e1 − g2)F +KP (c1 − c2+

f1 − h2)F − L((−2b2 − c30 + 2d1)c1 + (b1 + e1)c2 + c30f1)F + FM((a2 + e2)c2 + 2c1d2

+c30f2) + Sf2F )F 2 + (E(K(c1e3 + 2c2g3 + c30(h3 + b3))F − P (S + F (c1f3 + c2h3 + c2
30

+2c30k3)))− F (2K3g1 −K2Ph1 +K(L((b1 + e1)c1 + 2c2g1 + c30h1)−M((2b2 + c30+

2g2)c2 + (a2 + e2)c1 + h2c30))− P (L(c2
1 + c1f1 + c2h1 + 2c30k1)−M(c1f2 + c2

2 + c2h2+

2c30k2)) + S(K(c1 − c2 + f1 − h2) + 2Pk2)))F −KSF (Kh1 − 2Pk1))W − Fc31(E(Hc2

+Pc1) + 2F 2K + 2Lc1F ))−
√
−FA8r

2FA8 sin θ cos2 θ(d2F
6 +KF (a2 + b2 + c30 − d1
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+e2)F 4 + (E(c2
30P + F (2c1d3 + c2e3 + c30f3)− b3c30K)−K2(b1 − b2 + e1 − g2)F − L((

−2b2 − c30 + 2d1)c1 + (b1 + e1)c2 + c30f1)F + FM((a2 + e2)c2 + 2c1d2 + c30f2) + Sf2F )

F 3 + (EK(c1e3 + 2c2g3 + c30(h3 + b3))−K3g1 −K(L((b1 + e1)c1 + 2c2g1 + c30h1)−M
((2b2 + c30 + 2g2)c2 + (a2 + e2)c1 + h2c30) + S(c1 − c2 + f1 − h2)))F 3 + S(E(S + F (c1

f3 + c2h3 + c2
30 + 2c30k3))− F (K2h1 + L(c2

1 + c1f1 + c2h1 + 2c30k1)−M(c1f2 + c2
2 + c2

h2 + 2c30k2)− Sk2))F −KS2k1F )) = F1(θ, r,W ),

Ẇ =
ε

F 2A8

√
−FA8

(F
√
−FA8r sin θ((−Hc2(Kb1(a2c1 + c30h2) + Pb2c1h2)−GP (c2

1 + c1f1+

c2h1 + 2c30k1)F +H((2b2
2c1c2 + (−2b1c

2
2 + c2

1(a2 + e2))b2 − b1c
2
2(c30 + 2g2))K + P (−c1(

c1f2 + c2
2 + 2c30k2)b2 + b1c2(c2h2 + 2c30k2))) + FG((b1 + e1)c1 + 2c2g1 + c30h1)K + (c2

30

P + F (2c1d3 + c2e3 + c30f3)− b3c30K)F 2 + (((−2b2 − c30 + 2d1)c1 + (b1 + e1)c2 + c30f1

)GF − FH((a2 + e2)c2 + c30f2 + 2c1d2) +K(c1e3 + 2c2g3 + c30(h3 + b3))F − P (S + F (

c1f3 + c2h3 + c2
30 + 2c30k3)))F −H(K(((−c30 − 2g2)c2 − c30h2)b2 + b1c2e2)c1 − Pb1c2(c1

f2 + c2
2)))W − c31(F (Hc2 + Pc1)− 2Gc1F ))−

√
−FA8r

2 cos θ sin θ((c2
30P + F (2c1d3+

c2e3 + c30f3)− b3c30K)F 3 + F 3(((−2b2 − c30 + 2d1)c1 + (b1 + e1)c2 + c30f1)G− ((a2+

e2)c2 + c30f2 + 2c1d2)H +K(c1e3 + 2c2g3 + c30(h3 + b3))) + (KF (((b1 + e1)c1 + 2c2g1+

c30h1)G− ((2b2 + c30 + 2g2)c2 + (a2 + e2)c1 + c30h2)H) + S(S + F (c1f3 + c2h3 + c2
30+

2c30k3)))F + SF ((c2
1 + c1f1 + c2h1 + 2c30k1)G−H(c1f2 + c2

2 + c2h2 + 2c30k2)))− FA8

r2 sin2 θ(F (c30S + (g3c
2
2 + (c1e3 + c30h3)c2 + c2

30k3 + c2
1d3 + c1c30f3)F ) + ((−b2 + d1)c2

1

+((b1 + e1)c2 + c30f1)c1 + c2
2g1 + c2c30h1 + c2

30k1)FG− ((b2 + g2 + c30)c2
2 + ((a2 + e2)c1

+c30h2)c2 + c1c30f2 + c2
30k2 + c2

1d2)FH)− Fr cos θ((2d3F
5 − (P (Ff3 −Kb3 + Pc30)+

2F (G(b2 + c30 − d1) + d2H − e3K))F 3 + (F (G(2(b1 + e1)K − P (c1 + f1))−H(2(a2+

e2)K − Pf2) +K(2g3K − (h3 + b3)P )) + S(Ff3 −Kb3 + Pc30))F 2 + F 2((2Gg1 − 2H

(b2 + g2))K2 + (S(h3 + b3)− P (h1G− (c2 + h2)H))K + S((c1 + f1)G− f2H − 2P (k3+

c30))) + SF (G(Kh1 − 2Pk1)−H((c2 + h2)K − 2Pk2)))W − Fc31(SF − F 2(G− P )))+

r2 cos2 θ(d3F
6 − F 5(Gb2 +Gc30 −Gd1 +Hd2 −Ke3) + (KF ((b1 + e1)G−H(a2 + e2)+

g3K) + S(Ff3 −Kb3 + Pc30))F 3 + F 3((Gg1 −H(b2 + g2))K2 + S((c1 + f1)G− f2H +K

(h3 + b3))) + SF 2((h1G− (c2 + h2)H)K + S(k3 + c30)) + S2F (Gk1 −Hk2)) + (d3F
6 + (

−F (G(b2 + c30 − d1) + d2H − e3K)− P (Ff3 −Kb3 + Pc30))F 4 + F 4(G((b1 + e1)K − P
(c1 + f1))−H((a2 + e2)K − Pf2) +K2g3 −KP (h3 + b3) + P 2(k3 + c30)) + F 3(G(K2g1−
KPh1 + P 2k1)−H((b2 + g2)K2 − P (c2 + h2)K + P 2k2)))W 2 + F 4GWc31) = F2(θ, r,W ).

(3.36)
En calculant les intégrales (3.5), nous obtenons

f1(r,W ) =
Fr(T8W +N8)

2AE
√
FA

, f2(r,W ) = −
(
D8W

2 +R8r
2 + C8W

)
2FA
√
FA

.
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Le système f1(r,W ) = f2(r,W ) = 0 a une solution unique (r∗,W ∗) avec r∗ > 0, à savoir

(r∗,W ∗) =

 1

T8

√
C8N8T8 −D8N

2
8

R8

,−N8

T8

 ,

si T8 > 0, R8(D8N
2
8−C8N8T8) > 0, et le jacobien (3.6) en (r∗,W ∗) est N8(C8T8−N8D8)/(2T8A

3

FE) 6= 0, où

T8 = (2d3E + 2L(b2 + c30 − d1) + 2Md2)F 3 + (E(2Ke3 − Pf3)− 2K((b1 + e1)L−M(a2+

e2)) + P ((c1 + f1)L−Mf2)− ((a2 + e2)c2 + 2d2c1 + c30f2)A8)F 2 + ((2Eg3 − 2g1L+

2M(b2 + g2))K2 − (P ((c2 + h2)M + Eh3 − Lh1) + A8((b2 + c30 − 2d1 + e2)c1 + (2g2+

b2 − e1)c2 + (−f1 + h2)c30 − F +K))K + PA8(c1f2 + c2
2 + c2h2 + 2c30k2)− E(P 2c30−

Sf3)− S((c1 + f1)L−Mf2))F + A8((b1 + e1)c1 + 2g1c2 + c30h1)K2 + (((c2 + h2)M+

Eh3 − Lh1)S − A8(c2
1 + c1f1 + c2h1 + 2c30k1)P )K − ((c30 + 2k3)E − 2Lk1 + 2Mk2)SP,

D8 = 2d3F
5 − (2(b2 + c30 − d1)G+ 2d2H − 2e3K + 2f3P )F 4 + (2G((b1 + e1)K − P (c1 + f1)

)− 2(K(a2 + e2)− f2P )H + 2g3K
2 − 2h3PK + 2k3P

2)F 3 + (2G(K2g1 −KPh1 + P 2

k1)− 2H((b2 + g2)K2 − P (c2 + h2)K + k2P
2))F 2,

R8 = d3F
5 + (e3K − (b2 + c30 − d1)G− d2H)F 4 + (K((b1 + e1)G−H(a2 + e2)) + g3K

2 + S

f3)F 3 + (((−b2 − g2)H +Gg1)K2 − A8(k3c
2
30 + (c1f3 + c2h3)c30 + c2

1d3 + c1c2e3 + g3c
2
2)

+((c1 + f1)G+Kh3 −Hf2 + Pc30)S)F 2 + (GKSh1 −HKSc2 −HKSh2 + c30S
2 + S2

k3 − A8(G((d1 − b2)c2
1 + ((b1 + e1)c2 + c30f1)c1 + g1c

2
2 + c2c30h1 + k1c

2
30)− ((b2 + c30+

g2)c2
2 + (h2c30 + c1(a2 + e2))c2 + c2

1d2 + c1f2c30 + k2c
2
30)H + Sc30))F + S2(Gk1 −Hk2),

N8 = −c31(EF (G+ P ) + 2F 2L− 2KA8c1 + ES),

C8 = 2F 3Gc31,

alors, selon le Théorème 3.2.1, pour ε > 0 suffisamment petit et en revenant sur les changements
de variables, le système (3.35) a une solution périodique (X(t, ε), Y (t, ε), Z(t, ε)) qui tend vers
l’équilibre (0, 0, 0) lorsque ε → 0. Par conséquent, il existe une solution périodique partant du
point d’équilibre de zéro-Hopf (1, 1, 1) lorsque ε = 0. Cela achève la démonstration du Théorème
3.1.1 sous la condition (viii).

Exemple 8. Considérons le système de Kolmogorov

ẋ = x(x− 2 + y + (x− 1)2 + (x− 1)(y − 1) + (z − 1)2),
ẏ = y(−2x+ 2− y + z + (x− 1)2 + (x− 1)(z − 1) + (y − 1)2 + (z − 1)2),
ż = z(x− 1− y + z + (x− 1)2 + (y − 1)2 + (y − 1)(z − 1) + (z − 1)2).

(3.37)

Ce système dans les variables (X, Y, Z) s’écrit

Ẋ = (X + 1)(X2 +XY − 2Xε+ Z2 + Y ),

Ẏ = (Y + 1)(X2 +XZ + Y 2 + Z2 − 2X − Y + Z),

Ż = (Z + 1)((−2X + Z)ε− 2X − Y + Z +X2 + Y 2 + Y Z + Z2).
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Les deux composantes du système correspondant associé au système (3.36) sont

F1(θ, r,W ) = −1

8
(
√

2(−2 cos(θ)W (12W + 4)− 4 cos3(θ)r2 + 2 cos2(θ)r(10W + 2) + 14 sin(θ)
√

2W 2 + 20 sin2(θ)rW + 8
√

2 sin3(θ)r2 − 2 cos(θ) sin(θ)
√

2r(15W + 1)+

12 sin(θ)
√

2 cos2(θ)r2)),

F2(θ, r,W ) = −
√

2

4
(sin(θ)

√
2r(W − 1) + cos(θ) sin(θ)

√
2r2 + 2 sin2(θ)r2 − cos(θ)r(−6W + 2)

−2W 2).

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le système

f1(r,W ) = −r(20W + 2)
√

2

8
= 0, f2(r,W ) = −(−4W 2 + 2r2)

√
2

8
= 0.

Ce système a les solutions (0, 0), (
√

2/10,−1/10), (−
√

2/10,−1/10). Ici, nous n’avons qu’une
seule bonne solution, (

√
2/10,−1/10). Le déterminant (3.6) en cette solution est −1/20. Ainsi,

le système (3.37) a un seul cycle limite bifurquant du point d’équilibre (1, 1, 1) en utilisant La
théorie de moyennisation au premier ordre. Nous représentons ce cycle limite bifurqué pour
ε = 10−5 dans la Figure 3.8.

Figure 3.8: CL : X(0) = 1 + ε(1 +
√
2)/10, Y (0) = 1 + ε, Z(0) = 1− ε/10.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) en (
√

2/10,−1/10) sont (−
√

2 ±√
22)/20. Ainsi, ce cycle limite est instable.

3.4 Conclusion

Nous avons classé tous les équilibres zéro-Hopf des systèmes de Kolmogorov de degré 3 dans
R3, voir la Proposition 1, obtenant huit familles de tels systèmes de Kolmogorov exhibant des
équilibres zéro-Hopf. De plus, en utilisant La théorie de moyennisation du premier ordre dans
le Théorème 3.1.1, nous avons caractérisé les cycles limites qui bifurquent de ces équilibres
zéro-Hopf. Enfin, nous avons fourni des exemples explicites des cycles limites bifurquant des
huit familles d’équilibres zéro-Hopf.
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Voici la photographie d’Andrey Nikolaevich Kolmogorov



Chapitre 4
Bifurcation zéro-Hopf dans un système
différentiel polynômial quartique dans R4

utilisant la théorie de moyennisation du 3ème

ordre

4.1 Introduction

La théorie de moyennisation est une technique bien établie et sophistiquée qui nous permet
d’étudier le comportement des systèmes différentiels non linéaires sous stimulation périodique.
L’histoire extensive de La théorie de moyennisation trouve son origine dans les contributions
classiques de Lagrange et Laplace, qui ont offert une justification rationnelle de la méthode. En
1928, Fatou a fourni la première formalisation de cette théorie [19]. Des avancées pratiques et
théoriques significatives dans le domaine de La théorie de moyennisation ont été réalisées dans
les années 1930 par Bogoliubov et Krylov [31], et en 1945 par Bogoliubov [6]. En 2004, Buică
et Llibre ont utilisé le degré de Brouwer pour étendre l’application de La théorie de moyenni-
sation dans l’analyse des orbites périodiques dans les systèmes différentiels continus [14]. Pour
une introduction complète à cette théorie, nous nous référons au livre de Sanders, Verhulst et
Murdock [49].

Un équilibre zéro-Hopf dans Rn avec n ≥ 3 est un point d’équilibre isolé dans l’ensemble de
tous les points d’équilibre du système différentiel, ayant les valeurs propres ±bi avec b 6= 0 et
la valeur propre 0 avec une multiplicité de n− 2.

Dans l’article [39], il a été prouvé que 2(n−3) solutions périodiques peuvent bifurquer à partir
d’un équilibre zéro-Hopf d’un système différentiel polynômial dans Rn pour n ≥ 3 en utilisant
La théorie de moyennisation du premier ordre.

Les auteurs ont étudié la bifurcation zéro-Hopf dans les systèmes différentiels polynômiaux dans
R3 avec des non-linéarités quadratiques homogènes. Ils ont utilisé La théorie de moyennisation
du troisième et du deuxième ordre dans leurs études respectives, comme indiqué dans les réfé-
rences [4] et [34]. Il a été démontré qu’un point singulier avec des valeurs propres de la forme
±bi et 0 peut donner naissance à un maximum de 10 cycles limites et un minimum de 3 cycles
limites par bifurcation.

Les auteurs dans [20] ont étudié la bifurcation zéro-Hopf dans les systèmes différentiels po-
lynômiaux dans R4 avec des non-linéarités cubiques homogènes, en utilisant La théorie de

54
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moyennisation du second ordre. Il a été démontré qu’un maximum de 9 cycles limites peut
émerger d’un point singulier avec des valeurs propres de la forme ±bi et deux zéros.

Les auteurs dans [17] ont examiné la bifurcation zéro-Hopf d’un système différentiel polynômial
quadratique en quatre dimensions en utilisant La théorie de moyennisation du troisième ordre.

Cet article vise à analyser le nombre des cycles limites qui peuvent bifurquer d’un point d’équi-
libre zéro-Hopf d’un système différentiel polynômial dans R4 avec des non-linéarités homogènes
quartiques. L’analyse sera conduite en utilisant La théorie de moyennisation du troisième
ordre. Plus précisément, nous examinons les systèmes différentiels ayant la forme suivante

.
x = (a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3)x− (b+ b1ε+ b2ε

2 + b3ε
3)y +

2∑
j=0

εjXj(x, y, z, w),

.
y = (b+ b1ε+ b2ε

2 + b3ε
3)x+ (a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3)y +

2∑
j=0

εjYj(x, y, z, w),

.
z = (c1ε+ c2ε

2 + c3ε
3)z +

2∑
j=0

εjZj(x, y, z, w),

.
w = (d1ε+ d2ε

2 + d3ε
3)w +

2∑
j=0

εjWj(x, y, z, w),

(4.1)

où

Xj(x, y, z, w) = aj0x
4 + aj1x

3y + aj2x
3z + aj3x

3w + aj4x
2y2 + aj5x

2z2 + aj6x
2w2 + aj7x

2yz +

aj8x
2yw + aj9x

2zw + aj10xy
3 + aj11xz

3 + aj12xw
3 + aj13xy

2z + aj14xy
2w +

aj15xz
2y + aj16xz

2w + aj17xw
2y + aj18xw

2z + aj19xyzw + aj20y
4 + aj21y

3z +

aj22wy
3 + aj23y

2z2 + aj24w
2y2 + aj25wy

2z + aj26yz
3 + aj27w

3y + aj28wyz
2 +

aj29w
2yz + aj30z

4 + aj31wz
3 + aj32w

2z2 + aj33w
3z + aj34w

4,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) et Wj(x, y, z, w) ont la même expression que Xj(x, y, z, w) en rem-
plaçant aji par bji, cji et dji pour j = 0, 1, 2 et i = 0, 1, . . . , 34, respectivement. Les coefficients
aij, bij, cij, dij, a1, a2, a3, b, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 sont des paramètres réels avec b 6= 0. No-
tez que le système (4.1) pour ε = 0 à l’origine a des valeurs propres ±bi, 0, 0. Donc, pour ε = 0,
l’origine est un équilibre zéro-Hopf.

Notre principal résultat est le suivant.

Théorème 4.1.1 En appliquant La théorie de moyennisation du troisième ordre, le système
(4.1) a au plus 36 solutions périodiques bifurquant de l’origine lorsque ε = 0, si et seulement si la
condition suivante est satisfaite : b((a013 +3b021 +3a02 +b07)β+ξ(a014 +3b022 +3a03 +b08))2 6= 0.

Le théorème 4.1.1 est démontré dans la section 4.3 en utilisant La théorie de moyennisation
pour calculer les orbites périodiques. Un résumé des résultats de La théorie de moyennisation
dont nous avons besoin pour prouver le théorème 4.1.1 est présenté dans la section 4.2. Nous
utiliserons le théorème de Bézout. Ce théorème donne le nombre maximal de zéros d’un système
de fonctions polynomiales.

Théorème 4.1.2 (Théorème de Bézout).
Soient Pi des polynômes dans les variables (y1, · · · , yn) ∈ Rn de degré di pour i = 1, · · · , n.
Considérons le système polynomial suivant

Pi(y1, · · · , yn) = 0, i = 1, · · · , n.

Si le nombre de solutions de ce système est fini, alors il est borné par d1 × d2 × · · · × dn.
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Consultez [52] pour plus de détails sur le théorème de Bézout.

Corollaire 1 Considérez le système

ẋ = −xε3 − (ε3 + ε2 + ε+ 1)y − 5x3w

3
− xw3 − xz3 + w4 + w2xy − w2xz + wxy2 − 3wxz2+

x2yz + xy2z + xyz2 + y4,

ẏ = (ε3 + ε2 + ε+ 1)x− yε3 + 2w4 + w3y + wy3 + 3wz3 + x3y + 2y4 − yz3 − w2yz + wx2y+

wyz2 + x2yz,

ż = −41

4
ε3z + y2z2 + w2y2 + x2y2 + x2z2 − 4wz3 + 4w3z − 3x2w2 − 2w2z2 + 2w4 − 23

4
z4+

y4 − x4 − wx2z − wy2z,

ẇ = −206

7
ε3w + wy2z + x2zw + y2z2 + w2y2 +

1331

28
w2z2 + x2y2 − 60

7
w3z − 1377

56
x2z2−

213

14
x2w2 − 347

28
wz3 +

209

14
w4 +

705

14
z4 + y4 + x4 .

(4.2)
Dans ce système
a07 = a013 = a014 = a015 = a017 = a020 = a034 = b = b1 = b2 = b3 = b01 = b07 = b08 = b022 =
b027 = b028 = c04 = c05 = c020 = c023 = c024 = d00 = d04 = d09 = d020 = d023 = d024 = d025 = 1,
a3 = a011 = a012 = a018 = b026 = b029 = c00 = c09 = c025 = −1,
b020 = b034 = c034 = 2,
a016 = c06 = −3,
c033 = −c031 = 4,
a03 = −5/3, b031 = 3, c3 = −41/4, c030 = −23/4, c032 = −2, d3 = −206/7, d05 = −1377/56,
d06 = −213/14, d030 = 705/14, d031 = −347/28, d032 = 1331/28, d033 = −60/7,
d034 = 209/14, et pour les coefficients restants, ils sont tous nuls.

Ce système a huit solutions périodiques bifurquant de l’équilibre zéro-Hopf situé à l’origine des
coordonnées lorsque ε = 0.

Le Corollaire 1 est démontré dans la section 3.

4.2 Théorie de moyennisation du premier, deuxième et troi-
sième ordre

Dans cette section, nous rappelons La théorie de moyennisation du premier, deuxième et du
troisième ordre telle qu’elle a été développée dans [14] et [37]. Cela sera l’outil principal pour
prouver le Théorème 4.1.1.

Théorème 4.2.1 Considérons le système différentiel

x′(t) = εG1(t, x) + ε2G2(t, x) + ε3G3(t, x) + ε4R(t, x, ε), (4.3)

où G3, G2, G1 : R×D → Rn, R : R×D × (−εf , εf )→ Rn sont T -périodiques dans la première
variable, des fonctions continues et D est un sous-ensemble ouvert de Rn. Supposons que les
hypothèses suivantes (i) et (ii) sont satisfaites.

(i) G1(t, .) ∈ C2(D), G2(t, .) ∈ C1(D) pour tout t ∈ R, G3, G2, G1, R,D
2xG1, DxG2 sont
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localement lipschitziennes par rapport à x, et R est deux fois différentiable par rapport
à ε.
Nous définissons Gk0 −→ Rn pour k = 1, 2, 3 comme

G10(z) =
1

T

∫ T

0

G1(s, z)ds,

G20(z) =
1

T

∫ T

0

[DzG1(s, z).y1(s, z) +G2(s, z)] ds,

G30(z) =
1

T

∫ T

0

[
1

2
y1(s, z)T

∂2G1

∂z2
(s, z)y1(s, z) +

1

2

∂G1

∂z
(s, z)y2(s, z) +

∂G2

∂z
(s, z)(y1(s, z))+

G3(s, z)]ds,

où
y1(s, z) =

∫ s

0

G1(t, z)dt,

y2(s, z) =

∫ s

0

[
∂G1

∂z
(t, z)

∫ t

0

G1(r, z)dr +G2(t, z)

]
dt.

(ii) Pour I ⊂ D un ensemble ouvert et borné et pour chaque ε ∈ (−εf , εf ) \ {0}, il existe
aε ∈ I tel que G10(aε) + εG20(aε) + ε2G30(aε) = 0 et dB(G10 + εG20 + ε2G30, I, aε) 6= 0.

Alors, pour |ε| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T -périodique ϕ(·, ε) du système
(4.3) telle que ϕ(0, ε) = aε.

L’expression dB(G10 + εG20 + ε2G30, I, aε) 6= 0 signifie que le degré de Brouwer de la fonc-
tion G10 + εG20 + ε2G30 : I → Rn au point fixe aε n’est pas nul. Une condition suffisante pour
que l’inégalité soit vraie est que le jacobien de la fonction G10+εG20+ε2G30 en aε ne soit pas nul.

Si G10 n’est pas identiquement nul, alors les zéros de G10 + εG20 + ε2G30 sont principalement
les zéros de G10 pour ε suffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent fournit La théorie
de moyennisation du premier ordre.

Si G10 est identiquement nul et que G20 n’est pas identiquement nul, alors les zéros de
G10 + εG20 + ε2G30 sont principalement les zéros de G20 pour ε suffisamment petit. Dans ce cas,
le résultat précédent fournit La théorie de moyennisation du deuxième ordre.

Si G10 et G20 sont identiquement nuls et que G30 n’est pas identiquement nul, alors les zéros
de G10 + εG20 + ε2G30 sont principalement les zéros de G30 pour ε suffisamment petit. Dans ce
cas, le résultat précédent fournit La théorie de moyennisation du troisième ordre.

Pour plus d’informations sur La théorie de moyennisation, consultez [51] et [47].

4.3 Preuve du théorème 4.1.1 et du corollaire 3

Preuve 10 (Preuve du Théorème 4.1.1) Pour prouver le Théorème 4.1.1, nous devons
écrire le système (4.1) sous forme normale pour appliquer la théorie de l’approximation de
la Section 4.2. Premièrement, nous redimensionnons les variables, en fixant (x, y, z, w) =
(εX, εY, εZ, εW ).
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Deuxièmement, en passant aux coordonnées cylindriques (X, Y, Z,W ) = (α cos θ, α sin θ, β, ξ).
Enfin, nous prenons l’angle θ comme nouvelle variable indépendante. Ainsi, dans les variables
(α, β, ξ), le système (4.1) s’écrit

dα

dθ
= εG11(θ, α, β, ξ) + ε2G21(θ, α, β, ξ) + ε3G31(θ, α, β, ξ) +O(ε4),

dβ

dθ
= εG12(θ, α, β, ξ) + ε2G22(θ, α, β, ξ) + ε3G32(θ, α, β, ξ) +O(ε4),

dξ

dθ
= εG13(θ, α, β, ξ) + ε2G23(θ, α, β, ξ) + ε3G33(θ, α, β, ξ) +O(ε4).

(4.4)

où

G11(θ, α, β, ξ) =
a1α

b
, G21(θ, α, β, ξ) =

(ba2 − a1b1)α

b2
,

G12(θ, α, β, ξ) =
c1β

b
, G22(θ, α, β, ξ) =

(bc2 − b1c1)β

b2
,

G13(θ, α, β, ξ) =
d1ξ

b
, G23(θ, α, β, ξ) =

(bd2 − b1d1)ξ

b2
,

G31(θ, α, β, ξ) =
1

b3
(−b2α4(a04 + b01 − a020 − b010 − a00) cos(θ)5 + (α(a01 − a010 + b00 − b04+

b020) sin(θ) + (a02 − b07 − a013 + b021)β + ξ(a03 − b08 − a014 + b022))α3b2 cos(θ)4 + (α((a07 + b02

−a021 − b013)β + ξ(a08 + b03 − a022 − b014)) sin(θ) + (a04 + b01 − 2a020 − 2b010)α2 + (a05 − a023

−b015)β2 + ξ(a09 − a025 − b019)β + ξ2(a06 − a024 − b017))α2b2 cos(θ)3 + α(α((b04 + a010 − 2b020)

α2 + (b05 + a015 − b023)β2 + ξ(b09 + a019 − b025)β + ξ2(b06 + a017 − b024)) sin(θ) + ((b07 + a013−
2b021)β + ξ(b08 + a014 − 2b022))α2 + (a011 − b026)β3 + ξ(a016 − b028)β2 + ξ2(a018 − b029)β + ξ3(

a012 − b027))b2 cos(θ)2 + (α(((a021 + b013)β + ξ(a022 + b014))α2 + (a026 + b011)β3 + ξ(a028 + b016)

β2 + ξ2(a029 + b018)β + ξ3(a027 + b012)) sin(θ) + (a020 + b010)α4 + ((a023 + b015)β2 + ξ(a025+

b019)β + ξ2(a024 + b017))α2 + a034ξ
4 + a033ξ

3β + β2ξ2a032 + β3ξa031 + β4a030)b2 cos(θ) + b2(α4

b020 + (β2b023 + βξb025 + ξ2b024)α2 + ξ4b034 + ξ3b033β + ξ2b032β
2 + ξb031β

3 + b030β
4) sin(θ) + α(

((βb021 + ξb022)α2 + ξ3b027 + βξ2b029 + β2ξb028 + β3b026 + a3)b2 + (−a1b2 − a2b1)b+ a1b
2
1)),

G32(θ, α, β, ξ) =
1

b3
(b2α4(c00 − c04 + c020) cos(θ)4 + α3b2(α(c01 − c010) sin(θ) + (c02 − c013)β + ξ

(c03 − c014)) cos(θ)3 + (α((c07 − c021)β + ξ(c08 − c022)) sin(θ) + (c04 − 2c020)α2 + (c05 − c023)β2

+ξ(c09 − c025)β + ξ2(c06 − c024))α2b2 cos(θ)2 + (α(β2c015 + βξc019 + α2c010 + ξ2c017) sin(θ) + (

βc013 + ξc014)α2 + ξ3c012 + ξ2c018β + ξc016β
2 + c011β

3)αb2 cos(θ) + α((βc021 + ξc022)α2 + ξ3c027

+ξ2c029β + ξc028β
2 + c026β

3)b2 sin(θ) + (α4c020 + (β2c023 + βξc025 + ξ2c024)α2 + β4c030 + β3ξ

c031 + β2ξ2c032 + (ξ3c033 + c3)β + ξ4c034)b2 − β(b1c2 + b2c1)b+ βb2
1c1),

G33(θ, α, β, ξ) =
1

b3
(b2α4(d00 − d04 + d020) cos(θ)4 + α3b2(α(d01 − d010) sin(θ) + ξ(d03 − d014)+

β(d02 − d013)) cos(θ)3 + (α(ξ(d08 − d022) + β(d07 − d021)) sin(θ) + (d04 − 2d020)α2 + ξ2(d06−
d024) + β(d09 − d025)ξ + β2(d05 − d023))α2b2 cos(θ)2 + (α(β2d015 + βξd019 + α2d010 + ξ2d017)

sin(θ) + (βd013 + ξd014)α2 + ξ3d012 + d018βξ
2 + d016β

2ξ + d011β
3)αb2 cos(θ) + α((βd021 + ξd022)
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α2 + ξ3d027 + βd029ξ
2 + β2d028ξ + β3d026)b2 sin(θ) + (α4d020 + (β2d023 + βξd025 + ξ2d024)α2+

ξ4d034 + βξ3d033 + β2ξ2d032 + (β3d031 + d3)ξ + β4d030)b2 − ξ(b1d2 + b2d1)b+ ξb2
1d1).

On prenant

x = z = (α, β, ξ),

t = θ,

G1(t, x) = (G11(θ, α, β, ξ), G12(θ, α, β, ξ), G13(θ, α, β, ξ)),

G2(t, x) = (G21(θ, α, β, ξ), G22(θ, α, β, ξ), G23(θ, α, β, ξ)),

G3(t, x) = (G31(θ, α, β, ξ), G32(θ, α, β, ξ), G33(θ, α, β, ξ)),

T = 2π.

. Le système (4.4) devient équivalent au système (4.3). En appliquant La théorie de moyenni-
sation du premier ordre au système (4.4), nous avons que g1 = (g11, g12, g13), où pour i = 1, 2, 3

g1i(α, β, ξ) =
1

2π

∫ 2π

0

G1i(θ, α, β, ξ)dθ.

En effectuant ces calculs, nous obtenons que

g11(α, β, ξ) =
αa1

b
,

g12(α, β, ξ) =
βc1

b
,

g13(α, β, ξ) =
ξd1

b
.

(4.5)

Comme nous recherchons des solutions (α∗, β∗, ξ∗) de g1(α, β, ξ) = 0 avec α∗ > 0, la première
fonction moyenné ne fournit aucune information sur les solutions périodiques du système dif-
férentiel (4.4). Pour que la deuxième fonction moyenné puisse fournir des informations sur les
solutions périodiques du système différentiel (4.4), le premier système moyenné doit être identi-
quement nul. Nous prenons donc a1 = c1 = d1 = 0, et on calculs la deuxième fonction moyenné.

Alors, à partir de (4.4), nous avons que g2 = (g21, g22, g23) = (g21(α, β, ξ), g22(α, β, ξ), g23(α, β, ξ))
est donné par



g21(α, β, ξ) =
αa2

b
,

g22(α, β, ξ) =
βc2

b

g23(α, β, ξ) =
ξd2

b
.

(4.6)

Par conséquent, le deuxième système moyenné (4.6) ne fournit aucune information sur les
cycles limites du système différentiel (4.4). Étant donné que le troisième système moyenné peut
fournir des informations sur les cycles limites du système différentiel (4.4), nous avons besoin
que le deuxième système moyenné soit identiquement nul. Nous prenons donc a2 = c2 = d2 = 0,
nous calculons la troisième fonction moyenné g3 = (g31, g32, g33) = (g31(α, β, ξ), g32(α, β, ξ),
g33(α, β, ξ)) et nous obtenons
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

g31(α, β, ξ) =
1

8b
(α(4β3a011 + 4β3b026 + 4β2ξa016 + 4β2ξb028 + 3βα2a02 + βα2a013 + βα2b07+

3βα2b021 + 4βξ2a018 + 4βξ2b029 + 3α2ξa03 + α2ξa014 + α2ξb08 + 3α2ξb022 + 4ξ3

a012 + 4ξ3b027 + 8a3)),

g32(α, β, ξ) =
1

8b
(8β4c030 + 8β3ξc031 + 4β2α2c05 + 4β2α2c023 + 8β2ξ2c032 + 4βα2ξc09 + 4βα2ξ

c025 + 8βξ3c033 + 3α4c00 + α4c04 + 3α4c020 + 4α2ξ2c06 + 4α2ξ2c024 + 8ξ4c034+

8βc3),

g33(α, β, ξ) =
1

8b
(8β4d030 + 8β3ξd031 + 4β2α2d05 + 4β2α2d023 + 8β2ξ2d032 + 4βα2ξd09 + 4βα2

ξd025 + 8βξ3d033 + 3α4d00 + α4d04 + 3α4d020 + 4α2ξ2d06 + 4α2ξ2d024 + 8ξ4d034

+8ξd3).
(4.7)

Pour rechercher les cycles limites du système (4.1) par la théorie de moyennisation, nous devons
calculer les racines réelles isolées du système moyenné (4.7) avec α > 0. Nous isolons α2 de
l’équation g31(α, β, ξ) = 0, et nous le substituons dans g3i(α, β, ξ) = 0 pour i = 2, 3. Ensuite,
nous obtenons deux fonctions (h32, h33) = (h32(β, ξ), h33(β, ξ)) données par

h32 =
1

S

(
C0 + C1βξ

2 + C2βξ
5 + C3β

2ξ + C4β
2ξ4 + C5β

3 + C6β
3ξ3 + C7β

4ξ2 + C8β
5ξ + C9β

6

+C10ξ
3 + C11ξ

6
)
,

h33 =
1

S

(
E0 + E1βξ

2 + E2βξ
5 + E3β

2ξ + E4β
2ξ4 + E5β

3 + E6β
3ξ3 + E7β

4ξ2 + E8β
5ξ + E9β

6

+E10ξ
3 + E11ξ

6
)
,

où

S = b((a013 + 3b021 + 3a02 + b07)β + ξ(a014 + 3b022 + 3a03 + b08))2 6= 0,

C0 = 8a2
3(3c020 + 3c00 + c04),

C1 = ((−4c09 − 4c025)a014 + (−12c09 − 12c025)b022 + (−12c09 − 12c025)a03 + (−4c09 − 4c025)

b08 + (−4a013 − 12b021 − 12a02 − 4b07)c024 + (−4a013 − 12b021 − 12a02 − 4b07)c06 + 8(

3c020 + 3c00 + c04)(a018 + b029))a3 + c3(a014 + 3b022 + 3a03 + b08)2,

C2 = ((−2c09 − 2c025)a014 + (−6c09 − 6c025)b022 + (−2a013 − 6b021 − 6a02 − 2b07)c024 + (−
6c09 − 6c025)a03 + (−2c09 − 2c025)b08 + (−2a013 − 6b021 − 6a02 − 2b07)c06 + 4(3c020+

3c00 + c04)(a018 + b029))a012 + ((−2c09 − 2c025)a014 + (−6c09 − 6c025)b022 + (−2a013−
6b021 − 6a02 − 2b07)c024 + (−6c09 − 6c025)a03 + (−2c09 − 2c025)b08 + (−2a013 − 6b021−
6a02 − 2b07)c06 + 4(3c020 + 3c00 + c04)(a018 + b029))b027 + (a014 + 3b022 + 3a03 + b08)(c033

a014 + 3c033b022 + 2(−a018 − b029)c024 + 2(a013 + 3b021 + 3a02 + b07)c034 + 3c033a03 + b08

c033 − 2c06(a018 + b029)),

C3 = ((−4c09 − 4c025)a013 + (−4c023 − 4c05)a014 + (−12c09 − 12c025)b021 + (−12c023 − 12c05)

b022 + (−12c09 − 12c025)a02 + (−12c023 − 12c05)a03 + (−4c09 − 4c025)b07 + (−4c023−
4c05)b08 + 8(3c020 + 3c00 + c04)(a016 + b028))a3 + 2c3(a014 + 3b022 + 3a03 + b08)(a013+
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3b021 + 3a02 + b07),

C4 = ((−2c05 − 2c023)a014 + (−6c05 − 6c023)b022 + (−6c05 − 6c023)a03 + (−2c05 − 2c023)b08 + (

−2c09 − 2c025)a013 + (−6c09 − 6c025)b021 + (−6a02 − 2b07)c025 − 6a02c09 − 2b07c09 + 4(

3c020 + 3c00 + c04)(a016 + b028))a012 + (6c00 + 6c020 + 2c04)a2
018 + ((12c020 + 12c00 + 4c04

)b029 + (−2c09 − 2c025)a014 + (−6c09 − 6c025)b022 + (−6c09 − 6c025)a03 + (−2c09 − 2c025)

b08 − 2(c024 + c06)(a013 + 3b021 + 3a02 + b07))a018 + ((−2c05 − 2c023)a014 + (−6c05−
6c023)b022 + (−6c05 − 6c023)a03 + (−2c05 − 2c023)b08 + (−2c09 − 2c025)a013 + (−6c09−
6c025)b021 + (−6a02 − 2b07)c025 − 6a02c09 − 2b07c09 + 4(3c020 + 3c00 + c04)(a016 + b028))

b027 + (6c00 + 6c020 + 2c04)b2
029 + ((−2c09 − 2c025)a014 + (−6c09 − 6c025)b022 + (−6c09−

6c025)a03 + (−2c09 − 2c025)b08 − 2(c024 + c06)(a013 + 3b021 + 3a02 + b07))b029 + c032a
2
014+

(6c032a03 + 2a013c033 + 2b08c032 + 6c033b021 + 6c032b022 + (−2a016 − 2b028)c024 + (6a02+

2b07)c033 − 2c06(a016 + b028))a014 + 9c032b
2
022 + (18c032a03 + 6a013c033 + 6b08c032 + 18c033

b021 + (−6a016 − 6b028)c024 + (18a02 + 6b07)c033 − 6c06(a016 + b028))b022 + 9c032a
2
03 + (

6a013c033 + 6b08c032 + 18c033b021 + (−6a016 − 6b028)c024 + (18a02 + 6b07)c033 − 6c06(a016

+b028))a03 + c032b
2
08 + (2a013c033 + 6c033b021 + (−2a016 − 2b028)c024 + (6a02 + 2b07)c033−

2c06(a016 + b028))b08 + c034(a013 + 3b021 + 3a02 + b07)2,

C5 = ((−4c023 − 4c05)a013 + (−12c023 − 12c05)b021 + (−12c023 − 12c05)a02 + (−4c023 − 4c05)

b07 + 8(3c020 + 3c00 + c04)(a011 + b026))a3 + (a013 + 3b021 + 3a02 + b07)2c3,

C6 = ((12c020 + 12c00 + 4c04)a018 + (12c020 + 12c00 + 4c04)b029 + (−2c06 − 2c024)a013 + (−2c09

−2c025)a014 + (−6c06 − 6c024)b021 + (−6c09 − 6c025)b022 + (−6c06 − 6c024)a02 + (−6c09−
6c025)a03 + (−2c06 − 2c024)b07 − 2b08(c09 + c025))a016 + ((12c020 + 12c00 + 4c04)b028 + (−
2c09 − 2c025)a013 + (−2c05 − 2c023)a014 + (−6c09 − 6c025)b021 + (−6c05 − 6c023)b022 + (−
6c09 − 6c025)a02 + (−6c05 − 6c023)a03 + (−2c09 − 2c025)b07 − 2(c05 + c023)b08)a018 + ((

12c020 + 12c00 + 4c04)b029 + (−2c06 − 2c024)a013 + (−2c09 − 2c025)a014 + (−6c06 − 6c024)

b021 + (−6c09 − 6c025)b022 + (−6c06 − 6c024)a02 + (−6c09 − 6c025)a03 + (−2c06 − 2c024)

b07 − 2b08(c09 + c025))b028 + ((−2c09 − 2c025)a013 + (−2c05 − 2c023)a014 + (−6c09 − 6c025)

b021 + (−6c05 − 6c023)b022 + (−6c09 − 6c025)a02 + (−6c05 − 6c023)a03 + (−2c09 − 2c025)

b07 − 2(c05 + c023)b08)b029 + c033a
2
013 + (2c032a014 + 6c033b021 + 6c032b022 + 6c033a02+

6c032a03 + 2c033b07 + 2b08c032 − 2(c05 + c023)(a012 + b027))a013 + c031a
2
014 + (6c032b021+

6c031b022 + 6c032a02 + 6c031a03 + 2c032b07 + 2b08c031 − 2(c024 + c06)(a011 + b026))a014+

9c033b
2
021 + (18c032b022 + 18c033a02 + 18c032a03 + 6c033b07 + 6b08c032 − 6(c05 + c023)(a012+

b027))b021 + 9c031b
2
022 + (18c032a02 + 18c031a03 + 6c032b07 + 6b08c031 − 6(c024 + c06)(a011+

b026))b022 + 9c033a
2
02 + (18c032a03 + 6c033b07 + 6b08c032 − 6(c05 + c023)(a012 + b027))a02+

9c031a
2
03 + (6c032b07 + 6b08c031 − 6(c024 + c06)(a011 + b026))a03 + c033b

2
07 + (2b08c032 − 2(

c05 + c023)(a012 + b027))b07 + c031b
2
08 − 2(c024 + c06)(a011 + b026)b08 + 4(3c020 + 3c00 + c04)

(a011 + b026)(a012 + b027),
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C7 = ((−2c06 − 2c024)a013 + (−6c06 − 6c024)b021 + (−6c06 − 6c024)a02 + (−2c06 − 2c024)b07+

(−2c09 − 2c025)a014 + (−6c09 − 6c025)b022 + (−6a03 − 2b08)c025 − 6a03c09 − 2b08c09 + 4(

a018 + b029)(3c020 + 3c00 + c04))a011 + (6c00 + 6c020 + 2c04)a2
016 + ((12c00 + 12c020 + 4c04

)b028 + (−2c09 − 2c025)a013 + (−6c09 − 6c025)b021 + (−6c09 − 6c025)a02 + (−2c09 − 2c025)

b07 − 2(c05 + c023)(a014 + 3b022 + 3a03 + b08))a016 + ((−2c06 − 2c024)a013 + (−6c06−
6c024)b021 + (−6c06 − 6c024)a02 + (−2c06 − 2c024)b07 + (−2c09 − 2c025)a014 + (−6c09−
6c025)b022 + (−6a03 − 2b08)c025 − 6a03c09 − 2b08c09 + 4(a018 + b029)(3c020 + 3c00 + c04))

b026 + (6c00 + 6c020 + 2c04)b2
028 + ((−2c09 − 2c025)a013 + (−6c09 − 6c025)b021 + (−6c09−

6c025)a02 + (−2c09 − 2c025)b07 − 2(c05 + c023)(a014 + 3b022 + 3a03 + b08))b028 + c032a
2
013

+(6c032a02 + 2c031a014 + 2c032b07 + 6c032b021 + 6c031b022 + (−2a018 − 2b029)c023 + (6a03

+2b08)c031 − 2c05(a018 + b029))a013 + 9c032b
2
021 + (18c032a02 + 6c031a014 + 6c032b07+

18c031b022 + (−6a018 − 6b029)c023 + (18a03 + 6b08)c031 − 6c05(a018 + b029))b021 + 9c032a
2
02

+(6c031a014 + 6c032b07 + 18c031b022 + (−6a018 − 6b029)c023 + (18a03 + 6b08)c031 − 6c05(

a018 + b029))a02 + c032b
2
07 + (2c031a014 + 6c031b022 + (−2a018 − 2b029)c023 + (6a03 + 2b08)

c031 − 2c05(a018 + b029))b07 + c030(a014 + 3b022 + 3a03 + b08)2,

C8 = ((−2c09 − 2c025)a013 + (−6c09 − 6c025)b021 + (−2a014 − 6b022 − 6a03 − 2b08)c023 + (−
6c09 − 6c025)a02 + (−2c09 − 2c025)b07 + (−2a014 − 6b022 − 6a03 − 2b08)c05 + 4(a016+

b028)(3c020 + 3c00 + c04))a011 + ((−2c09 − 2c025)a013 + (−6c09 − 6c025)b021 + (−2a014−
6b022 − 6a03 − 2b08)c023 + (−6c09 − 6c025)a02 + (−2c09 − 2c025)b07 + (−2a014 − 6b022−
6a03 − 2b08)c05 + 4(a016 + b028)(3c020 + 3c00 + c04))b026 + (c031a013 + 3c031b021 + (−
2a016 − 2b028)c023 + (2a014 + 6b022 + 6a03 + 2b08)c030 + 3c031a02 + c031b07 − 2c05(a016+

b028))(a013 + 3b021 + 3a02 + b07),

C9 = (6c00 + 6c020 + 2c04)a2
011 + ((12c00 + 12c020 + 4c04)b026 − 2(a013 + 3b021 + 3a02 + b07)(

c05 + c023))a011 + 6c00 + 6c020 + 2c04)b2
026 − 2(a013 + 3b021 + 3a02 + b07)(c05 + c023)b026

+(a013 + 3b021 + 3a02 + b07)2c030,

C10 = −4a3((3b022 + 3a03 + b08 + a014)c024 + (3b022 + 3a03 + b08 + a014)c06 − 2(a012 + b027)(

3c020 + 3c00 + c04)),

C11 = (6c020 + 6c00 + 2c04)a2
012 + ((12c020 + 12c00 + 4c04)b027 − (6b022 + 6a03 + 2b08 + 2a014)(

c024 + c06))a012 + (6c020 + 6c00 + 2c04)b2
027 − (6b022 + 6a03 + 2b08 + 2a014)(c024 + c06)

b027 + c034(3b022 + 3a03 + b08 + a014)2,

E0 = 8a2
3(3d020 + 3d00 + d04),

E1 = ((−4d024 − 4d06)a013 + (−4d09 − 4d025)a014 + (−12d024 − 12d06)b021 + (−12d09 − 12d025

)b022 + (−12d024 − 12d06)a02 + (−12d09 − 12d025)a03 + (−4d024 − 4d06)b07 + (−4d09−
4d025)b08 + 8(3d020 + 3d00 + d04)(a018 + b029))a3 + 2d3(3a03 + b08 + a014 + 3b022)(a013+

3b021 + 3a02 + b07),

E2 = ((−2d09 − 2d025)a014 + (−6d09 − 6d025)b022 + (−2a013 − 6b021 − 6a02 − 2b07)d024 + (−
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6d09 − 6d025)a03 + (−2d09 − 2d025)b08 + (−2a013 − 6b021 − 6a02 − 2b07)d06 + 4(3d020+

3d00 + d04)(a018 + b029))a012 + ((−2d09 − 2d025)a014 + (−6d09 − 6d025)b022 + (−2a013−
6b021 − 6a02 − 2b07)d024 + (−6d09 − 6d025)a03 + (−2d09 − 2d025)b08 + (−2a013 − 6b021−
6a02 − 2b07)d06 + 4(3d020 + 3d00 + d04)(a018 + b029))b027 + (a014 + 3b022 + 3a03 + b08)(

d033a014 + 3d033b022 + 2(−a018 − b029)d024 + 2(a013 + 3b021 + 3a02 + b07)d034 + 3d033a03+

b08d033 − 2d06(a018 + b029)),

E3 = ((−4d09 − 4d025)a013 + (−12d09 − 12d025)b021 + (−12d09 − 12d025)a02 + (−4d09 − 4d025)

b07 + (−4a014 − 12b022 − 12a03 − 4b08)d023 + (−4a014 − 12b022 − 12a03 − 4b08)d05 + 8(

a016 + b028)(3d020 + 3d00 + d04))a3 + d3(a013 + 3b021 + 3a02 + b07)2,

E4 = ((−2d05 − 2d023)a014 + (−6d05 − 6d023)b022 + (−6d05 − 6d023)a03 + (−2d05 − 2d023)b08+

(−2d09 − 2d025)a013 + (−6d09 − 6d025)b021 + (−6a02 − 2b07)d025 − 6a02d09 − 2b07d09 + 4(

a016 + b028)(3d020 + 3d00 + d04))a012 + (6d00 + 6d020 + 2d04)a2
018 + ((12d00 + 12d020+

4d04)b029 + (−2d09 − 2d025)a014 + (−6d09 − 6d025)b022 + (−6d09 − 6d025)a03 + (−2d09−
2d025)b08 − 2(d06 + d024)(a013 + 3b021 + 3a02 + b07))a018 + ((−2d05 − 2d023)a014 + (−6d05

−6d023)b022 + (−6d05 − 6d023)a03 + (−2d05 − 2d023)b08 + (−2d09 − 2d025)a013 + (−6d09

−6d025)b021 + (−6a02 − 2b07)d025 − 6a02d09 − 2b07d09 + 4(a016 + b028)(3d020 + 3d00 + d04

))b027 + (6d00 + 6d020 + 2d04)b2
029 + ((−2d09 − 2d025)a014 + (−6d09 − 6d025)b022 + (−6d09

−6d025)a03 + (−2d09 − 2d025)b08 − 2(d06 + d024)(a013 + 3b021 + 3a02 + b07))b029 + d032

a2
014 + (6d032a03 + 2a013d033 + 2b08d032 + 6d033b021 + 6d032b022 + (−2a016 − 2b028)d024 + (

6a02 + 2b07)d033 − 2d06(a016 + b028))a014 + 9d032b
2
022 + (18d032a03 + 6a013d033 + 6b08d032

+18d033b021 + (−6a016 − 6b028)d024 + (18a02 + 6b07)d033 − 6d06(a016 + b028))b022 + 9d032

a2
03 + (6a013d033 + 6b08d032 + 18d033b021 + (−6a016 − 6b028)d024 + (18a02 + 6b07)d033−

6d06(a016 + b028))a03 + d032b
2
08 + (2a013d033 + 6d033b021 + (−2a016 − 2b028)d024 + (6a02+

2b07)d033 − 2d06(a016 + b028))b08 + d034(a013 + 3b021 + 3a02 + b07)2,

E5 = 4a3((6d00 + 6d020 + 2d04)(a011 + b026)− (a013 + 3b021 + 3a02 + b07)d023 − (a013 + 3b021+

3a02 + b07)d05),

E6 = ((12d00 + 12d020 + 4d04)a018 + (12d00 + 12d020 + 4d04)b029 + (−2d06 − 2d024)a013 + (−
2d09 − 2d025)a014 + (−6d06 − 6d024)b021 + (−6d09 − 6d025)b022 + (−6d06 − 6d024)a02 + (−
6d09 − 6d025)a03 + (−2d06 − 2d024)b07 − 2b08(d09 + d025))a016 + ((12d00 + 12d020 + 4d04)

b028 + (−2d09 − 2d025)a013 + (−2d05 − 2d023)a014 + (−6d09 − 6d025)b021 + (−6d05 − 6d023

)b022 + (−6d09 − 6d025)a02 + (−6d05 − 6d023)a03 + (−2d09 − 2d025)b07 − 2b08(d023 + d05))

a018 + ((12d00 + 12d020 + 4d04)b029 + (−2d06 − 2d024)a013 + (−2d09 − 2d025)a014 + (−
6d06 − 6d024)b021 + (−6d09 − 6d025)b022 + (−6d06 − 6d024)a02 + (−6d09 − 6d025)a03 + (−
2d06 − 2d024)b07 − 2b08(d09 + d025))b028 + ((−2d09 − 2d025)a013 + (−2d05 − 2d023)a014 + (

−6d09 − 6d025)b021 + (−6d05 − 6d023)b022 + (−6d09 − 6d025)a02 + (−6d05 − 6d023)a03 + (

−2d09 − 2d025)b07 − 2b08(d023 + d05))b029 + d033a
2
013 + (2d032a014 + 6d033b021 + 6d032b022
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+6d033a02 + 6d032a03 + 2d033b07 + 2b08d032 − 2(d023 + d05)(a012 + b027))a013 + d031a
2
014+

(6d032b021 + 6d031b022 + 6d032a02 + 6d031a03 + 2d032b07 + 2b08d031 − 2(d06 + d024)(a011+

b026))a014 + 9d033b
2
021 + (18d032b022 + 18d033a02 + 18d032a03 + 6d033b07 + 6b08d032 − 6(

d023 + d05)(a012 + b027))b021 + 9d031b
2
022 + (18d032a02 + 18d031a03 + 6d032b07 + 6b08d031−

6(d06 + d024)(a011 + b026))b022 + 9d033a
2
02 + (18d032a03 + 6d033b07 + 6b08d032 − 6(d023+

d05)(a012 + b027))a02 + 9d031a
2
03 + (6d032b07 + 6b08d031 − 6(d06 + d024)(a011 + b026))a03+

d033b
2
07 + (2b08d032 − 2(d023 + d05)(a012 + b027))b07 + d031b

2
08 − 2(d06 + d024)(a011 + b026)

b08 + 4(a012 + b027)(a011 + b026)(3d020 + 3d00 + d04),

E7 = ((−2d06 − 2d024)a013 + (−6d06 − 6d024)b021 + (−6d06 − 6d024)a02 + (−2d06 − 2d024)b07

+(−2d09 − 2d025)a014 + (−6d09 − 6d025)b022 + (−6a03 − 2b08)d025 − 6d09a03 − 2d09b08+

4(3d020 + 3d00 + d04)(a018 + b029))a011 + (6d00 + 6d020 + 2d04)a2
016 + ((12d00 + 12d020+

4d04)b028 + (−2d09 − 2d025)a013 + (−6d09 − 6d025)b021 + (−6d09 − 6d025)a02 + (−2d09−
2d025)b07 − 2(d023 + d05)(a014 + 3b022 + 3a03 + b08))a016 + ((−2d06 − 2d024)a013 + (−
6d06 − 6d024)b021 + (−6d06 − 6d024)a02 + (−2d06 − 2d024)b07 + (−2d09 − 2d025)a014 + (−
6d09 − 6d025)b022 + (−6a03 − 2b08)d025 − 6d09a03 − 2d09b08 + 4(3d020 + 3d00 + d04)(a018

+b029))b026 + (6d00 + 6d020 + 2d04)b2
028 + ((−2d09 − 2d025)a013 + (−6d09 − 6d025)b021 + (

−6d09 − 6d025)a02 + (−2d09 − 2d025)b07 − 2(d023 + d05)(a014 + 3b022 + 3a03 + b08))b028+

d032a
2
013 + (6d032a02 + 2d031a014 + 2d032b07 + 6d032b021 + 6d031b022 + (−2a018 − 2b029)

d023 + (6a03 + 2b08)d031 − 2d05(a018 + b029))a013 + 9d032b
2
021 + (18d032a02 + 6d031a014+

6d032b07 + 18d031b022 + (−6a018 − 6b029)d023 + (18a03 + 6b08)d031 − 6d05(a018 + b029))

b021 + 9d032a
2
02 + (6d031a014 + 6d032b07 + 18d031b022 + (−6a018 − 6b029)d023 + (18a03+

6b08)d031 − 6d05(a018 + b029))a02 + d032b
2
07 + (2d031a014 + 6d031b022 + (−2a018 − 2b029)

d023 + (6a03 + 2b08)d031 − 2d05(a018 + b029))b07 + d030(a014 + 3b022 + 3a03 + b08)2,

E8 = ((−2d09 − 2d025)a013 + (−6d09 − 6d025)b021 + (−2a014 − 6b022 − 6a03 − 2b08)d023 + (−
6d09 − 6d025)a02 + (−2d09 − 2d025)b07 + (−2a014 − 6b022 − 6a03 − 2b08)d05 + 4(a016+

b028)(3d020 + 3d00 + d04))a011 + ((−2d09 − 2d025)a013 + (−6d09 − 6d025)b021 + (−2a014−
6b022 − 6a03 − 2b08)d023 + (−6d09 − 6d025)a02 + (−2d09 − 2d025)b07 + (−2a014 − 6b022−
6a03 − 2b08)d05 + 4(a016 + b028)(3d020 + 3d00 + d04))b026 + (a013 + 3b021 + 3a02 + b07)(

d031a013 + 3d031b021 + (−2a016 − 2b028)d023 + (2a014 + 6b022 + 6a03 + 2b08)d030 + 3d031

a02 + d031b07 − 2d05(a016 + b028)),

E9 = (6d00 + 6d020 + 2d04)a2
011 + ((12d00 + 12d020 + 4d04)b026 − 2(a013 + 3b021 + 3a02 + b07)(

d023 + d05))a011 + (6d00 + 6d020 + 2d04)b2
026 − 2(a013 + 3b021 + 3a02 + b07)(d023 + d05)

b026 + (a013 + 3b021 + 3a02 + b07)2d030,

E10 = ((−4d024 − 4d06)a014 + (−12d024 − 12d06)b022 + (−12d024 − 12d06)a03 + (−4d024 − 4d06)

b08 + 8(3d020 + 3d00 + d04)(a012 + b027))a3 + (a014 + 3b022 + 3a03 + b08)2d3,

E11 = (6d00 + 6d020 + 2d04)a2
012 + ((12d00 + 12d020 + 4d04)b027 − 2(a014 + 3b022 + 3a03 + b08)(
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d06 + d024))a012 + (6d00 + 6d020 + 2d04)b2
027 − 2(a014 + 3b022 + 3a03 + b08)(d06 + d024)b027 + (

a014 + 3b022 + 3a03 + b08)2d034.

Par conséquent, il est facile de vérifier que le système (h32(β, ξ), h33(β, ξ)) = (0, 0) a au plus 36
solutions réelles selon le théorème de Bézout. Ainsi, les coefficients du système (4.7) peuvent
être choisis de telle manière que ce système ait 36 solutions réelles différentes de zéro pour
α > 0.

Soit
(
ᾱ, β̄, ξ̄

)
une solution du système (4.7). Pour avoir un cycle limite selon la théorie de

moyennisation dans la Section 4.2, nous devons avoir

D(ᾱ, β̄, ξ̄) = det


∂g31

∂α

∂g31

∂β

∂g31

∂ξ
∂g32

∂α

∂g32

∂β

∂g32

∂ξ
∂g33

∂α

∂g33

∂β

∂g33

∂ξ


∣∣∣
(α,β,ξ)=(ᾱ,β̄,ξ̄)

6= 0. (4.8)

En résumé, nous déduisons que le système (4.1) a au plus 36 cycles limites dans une bifurcation
de zéro-Hopf à l’origine, en utilisant la théorie du moyennisation d’ordre trois. Cela complète
la preuve du Théorème 4.1.1.

Preuve 11 (Preuve du Corollaire 3) En effectuant le changement de variables (x, y, z, w) =
(εX, εY, εZ, εW ), le système (4.2) devient

Ẋ =
(
− 5

3
X3W + Y ZX2 −XW 3 + Y XW 2 − ZXW 2 + Y 2XW − 3Z2XW + Y 2ZX + Y

Z2X − Z3X −X +W 4 + Y 4 − Y
)
ε3 − Y ε2 − εY − Y,

Ẏ = (2W 4 +W 3Y −W 2Y Z +WX2Y +WY 3 +WY Z2 + 3WZ3 +X3Y +X2Y Z + 2Y 4−
Y Z3 +X − Y )ε3 +Xε2 + εX +X,

Ż =
(
Y 2Z2 +W 2Y 2 +X2Y 2 +X2Z2 − 4Z3W + 4W 3Z − 3X2W 2 − 2W 2Z2 + 2W 4−

23

4
Z4 + Y 4 −X4 − 41

4
Z −WY 2Z −X2ZW

)
ε3,

Ẇ =
(
WY 2Z +X2ZW + Y 2Z2 +W 2Y 2 +

1331

28
W 2Z2 +X2Y 2 − 60

7
W 3Z − 1377

56
X2Z2−

213

14
X2W 2 − 347

28
Z3W − 206

7
W +

209

14
W 4 +

705

14
Z4 + Y 4 +X4

)
ε3.

Nous écrivons ce système dans les coordonnées cylindriques (X, Y, Z,W ) = (α cos(θ), α sin(θ), β, ξ)
et nous obtenons

α̇ =
1

3
(2α3(3α sin(θ)− 3β − 4ξ) cos(θ)4 + 3α3(β sin(θ)− α) cos(θ)3 + 3(α(β2 − 4α2 + ξ2)

sin(θ)− 4ξβ2 + 2α2β − 2ξ3)α cos(θ)2 + 3(α4 + ξ4) cos(θ) + 3(3β3ξ + 2α4 + 2ξ4) sin(θ)+

3α(−β3 + β2ξ − βξ2 + α2ξ + ξ3 − 1))ε3,

θ̇ =
1

3α
((6 cos(θ)5α4 + 3 cos(θ)4βα3 + ((8ξ + 6β)α sin(θ) + 3ξ2 + 3β2 − 12α2)α2 cos(θ)3−

3α3(−2α sin(θ) + β) cos(θ)2 + (α(12β2ξ − 3βα2 + 6ξ3) sin(θ) + 6α4 − (3β2 + 3ξ2)α2+
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6ξ4 + 9ξβ3) cos(θ)− 3(α4 + ξ4) sin(θ) + 3α)ε3 + 3αε2 + 3αε+ 3α),

β̇ =
ε3

4
(−4α4 cos(θ)4 − 4α4 cos(θ)2 − 16α2 cos(θ)2ξ2 − 23β4 − 16ξβ3 + 4α2β2 − 8ξ2β2 − 4α2β

ξ + 16ξ3β + 4α4 + 4ξ2α2 + 8ξ4 − 41β),

ξ̇ =
ε3

56
(56α4 cos(θ)4 + (−1433β2α2 − 56α4 − 908α2ξ2) cos(θ)2 + 56α4 + 56(β2 + βξ + ξ2)α2

+2820β4 − 694ξβ3 + 2662ξ2β2 − 480ξ3β + 836ξ4 − 1648ξ).

Nous changeons la variable indépendante de t à θ, et en notant la dérivée par rapport à θ par
un point, alors nous obtenons le système

α̇ =
ε3

3
(2α3(3α sin(θ)− 3β − 4ξ) cos(θ)4 + (3α3β sin(θ)− 3α4) cos(θ)3 − 3(−α(β2 − 4α2 + ξ2

) sin(θ) + 2ξ3 + 4ξβ2 − 2α2β)α cos(θ)2 + (3α4 + 3ξ4) cos(θ) + (9β3ξ + 6α4 + 6ξ4) sin(θ)

+3α(−β3 + β2ξ − βξ2 + α2ξ + ξ3 − 1)) +O(ε4),

β̇ =
ε3

4
(−4α4 cos(θ)4 + (−4α4 − 16α2ξ2) cos(θ)2 − 23β4 − 16ξβ3 + (4α2 − 8ξ2)β2 + (−4α2ξ+

16ξ3 − 41)β + 8ξ4 + 4ξ2α2 + 4α4) +O(ε4),

ξ̇ =
ε3

56
(56α4 cos(θ)4 − 1433α2 cos(θ)2β2 − 56 cos(θ)2α4 − 908α2 cos(θ)2ξ2 + 2820β4 − 694ξβ3

+56α2β2 + 2662ξ2β2 + 56ξα2β − 480ξ3β + 56α4 + 56ξ2α2 + 836ξ4 − 1648ξ) +O(ε4).

Maintenant, nous appliquons la théorie du moyennisation d’ordre trois et nous obtenons que la
troisième fonction moyenné g3(α, β, ξ) = (g31(α, β, ξ), g32(α, β, ξ), g33(α, β, ξ)) est



g31(α, β, ξ) =
((α2

4
− ξ2

)
β − β3 − ξβ2 − 1

)
α,

g32(α, β, ξ) = α2β2 − ξ2α2 − 4ξβ3 − 2ξ2β2 + 4ξ3β − ξα2β +
1

8
α4 − 41

4
β − 23

4
β4 + 2ξ4,

g33(α, β, ξ) =
209ξ4

14
− 60ξ3β

7
+

(5324β2 − 796α2)ξ2

112
+

(−1388β3 + 112βα2 − 3296)ξ

112
+

705

14
β4 − 1321α2β2

112
+

7α4

8
.

(4.9)
Pour rechercher les cycles limites du système (4.2) en utilisant la théorie de moyennisation,
nous devons calculer les racines réelles isolées du système moyenné (4.9) avec α > 0.

Nous isolons α2 de l’équation g31(α, β, ξ) = 0, puis nous le substituons dans g3i(α, β, ξ) = 0
pour i = 2, 3. Enfin, nous obtenons deux fonctions (h32, h33) = (h32(β, ξ), h33(β, ξ)) données par

h32 =
β6 − 9β3 + 8

4β2
,

h33 =
481β6 − 772β5ξ + 502β4ξ2 − 140β3ξ3 + 14β2ξ4 − 537β3 + 72β2ξ − 12βξ2 + 392

28β2
,

où α2 =
4(β3 + β2ξ + βξ2 + 1)

β
.

En résolvant le système (h32(β, ξ), h33(β, ξ)) = (0, 0) pour (α, β, ξ) avec β 6= 0, nous obtenons
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les huit solutions réelles suivantes{
(4, 1, 1), (4

√
2, 1, 2), (2

√
14, 1, 3), (2

√
22, 1, 4), (

√
78, 2, 3), (

√
114, 2, 4), (

√
158, 2, 5),

(13
√

2, 2, 8)
}
.

Nous pouvons facilement vérifier que ces solutions sont des racines du système moyenné (4.9).

Étant donné que les déterminants (4.8) pour ces huit solutions sont respectivement {126, −84,
147, −693, (−4095/2), 1197, (−4977/2), 53235} et donc non nuls, le système (4.2) présente
huit cycles limites bifurquant de l’origine, conformément à la théorie de moyennisation du
troisième ordre.

Cela complète la preuve du corollaire 1.

4.4 Conclusion

Tout d’abord, nous avons identifié le système sur lequel nous travaillons, à savoir un sys-
tème différentiel polynomial dans R4 avec des non-linéarités homogènes quartiques. Nous avons
prouvé que ce système peut exhiber au maximum 36 cycles limites bifurquant d’une singularité
avec des valeurs propres de la forme ±ωi, 0, et 0, en utilisant la théorie de la moyennisation
du troisième ordre et le théorème de Bézout. Enfin, nous avons appliqué un exemple sur ce
cas et obtenu un système contenant huit solutions périodiques bifurquant du point d’équilibre
Zero-Hopf localisé à l’origine des coordonnées lorsque ε = 0, comme démontré dans la preuve
11 ( preuve du corollaire 1 ).



Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse, à l’aide de la théorie de moyennisation du premier ordre, nous avons
prouvé qu’un système différentiel de Kolmogorov de degré 3 dans R3 peut avoir au plus deux
cycles limites qui peuvent bifurquer de ces équilibres zéro-Hopf.

Nous avons aussi prouvé qu’un système différentiel polynomial dans R4, avec des non-linéarités
homogènes quartiques, peut exhiber au maximum 36 cycles limites bifurquant d’une singularité
avec des valeurs propres de la forme : ±ωi, 0 et 0, en utilisant la théorie de moyennisation du
troisième ordre et le théorème de Bézout.

Comme perspectives nous continuerons nos recherches sur l’existence de solutions périodiques
pour d’autres types de systèmes différentiels modelisant des phénomènes en biologie, en phy-
sique, en mécanique, etc.

Nous comptons également faire des recherches sur les cycles limites pour les systèmes différen-
tiels en rapport avec la deuxième partie du seizième problème de Hilbert, en utilisant la théorie
de moyennisation d’ordre supérieur.
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Annexe

Dans cette annexe, nous allons montrer les calculs qui nous ont permis d’obtenir les fonctions
G11, G12, G13, G21, G22, G23, G31, G32, G33 du chapitre 4 (voir page 63).

Premièrement, nous redimensionnons les variables, en faisant le changement de variable
(x, y, z, w) = (εX, εY, εZ, εW ) dans le système (4.1) et nous obtenons le système

Ẋ = (a220Y
4 + (Wa222 +Xa210 + Za221)Y 3 + (X2a24 + (Wa214 + Za213)X +W 2a224+

ZWa225 + Z2a223)Y 2 + (X3a21 + (Wa28 + Za27)X2 + (W 2a217 +WZa219 + Z2a215)X

+W 3a227 + ZW 2a229 + Z2Wa228 + Z3a226)Y + a20X
4 + (Wa23 + Za22)X3 + (W 2a26+

WZa29 + Z2a25)X2 + (W 3a212 +W 2Za218 +WZ2a216 + Z3a211)X + a234W
4 + a233W

3

Z + a232W
2Z2 + a231WZ3 + a230Z

4)ε6 + (a120Y
4 + (Wa122 +Xa110 + Za121)Y 3+

(X2a14 + (Wa114 + Za113)X +W 2a124 + ZWa125 + Z2a123)Y 2 + (X3a11 + (Wa18+

Za17)X2 + (W 2a117 +WZa119 + Z2a115)X +W 3a127 + ZW 2a129 + Z2Wa128 + Z3a126)

Y +X4a10 + (Wa13 + Za12)X3 + (W 2a16 +WZa19 + Z2a15)X2 + (W 3a112 +W 2Za118

+WZ2a116 + Z3a111)X +W 4a134 + ZW 3a133 + Z2W 2a132 + Z3Wa131 + Z4a130)ε5+

(a020Y
4 + (Wa022 +Xa010 + Za021)Y 3 + (X2a04 + (Wa014 + Za013)X +W 2a024+

ZWa025 + Z2a023)Y 2 + (X3a01 + (Wa08 + Za07)X2 + (W 2a017 +WZa019 + Z2a015)X

+W 3a027 + ZW 2a029 + Z2Wa028 + Z3a026 − b3)Y +X4a00 + (Wa03 + Za02)X3 + (W 2

a06 +WZa09 + Z2a05)X2 + (W 3a012 +W 2Za018 +WZ2a016 + Z3a011 + a3)X+

W 4a034 + ZW 3a033 + Z2W 2a032 + Z3Wa031 + Z4a030)ε4 + (Xa2 − Y b2)ε3 + (Xa1

−Y b1)ε2 − εY b,

Ẏ = (b20X
4 + (Wb23 + Y b21 + Zb22)X3 + (Y 2b24 + (Wb28 + Zb27)Y +W 2b26 +WZb29+

Z2b25)X2 + (Y 3b210 + (Wb214 + Zb213)Y 2 + (W 2b217 +WZb219 + Z2b215)Y +W 3b212+

ZW 2b218 +WZ2b216 + Z3b211)X + b220Y
4 + (Wb222 + Zb221)Y 3 + (W 2b224 +WZb225+

Z2b223)Y 2 + (W 3b227 +W 2Zb229 +WZ2b228 + Z3b226)Y +W 4b234 + ZW 3b233 + Z2b232

W 2 + Z3b231W + Z4b230)ε5 + (b10X
4 + (Wb13 + Y b11 + Zb12)X3 + (Y 2b14 + (Wb18+

Zb17)Y +W 2b16 +WZb19 + Z2b15)X2 + (Y 3b110 + (Wb114 + Zb113)Y 2 + (W 2b117 +W

Zb119 + Z2b115)Y +W 3b112 + ZW 2b118 +WZ2b116 + Z3b111)X + b120Y
4 + (Wb122+

Zb121)Y 3 + (W 2b124 +WZb125 + Z2b123)Y 2 + (W 3b127 +W 2Zb129 +WZ2b128 + Z3b126)

Y + b134W
4 + Zb133W

3 + Z2W 2b132 + Z3b131W + Z4b130)ε4 + (b00X
4 + (Wb03 + Y b01+

Zb02)X3 + (Y 2b04 + (Wb08 + Zb07)Y +W 2b06 +WZb09 + Z2b05)X2 + (Y 3b010+
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(Wb014 + Zb013)Y 2 + (W 2b017 +WZb019 + Z2b015)Y +W 3b012 + ZW 2b018 +WZ2b016+

Z3b011 + b3)X + b020Y
4 + (Wb022 + Zb021)Y 3 + (W 2b024 +WZb025 + Z2b023)Y 2 + (W 3

b027 +W 2Zb029 +WZ2b028 + Z3b026 + a3)Y +W 4b034 + Zb033W
3 + Z2W 2b032 + Z3b031

W + Z4b030)ε3 + (Xb2 + Y a2)ε2 + (Xb1 + Y a1)ε+Xb,

Ż = (Z4c230 + (Wc231 +Xc211 + Y c226)Z3 + (c232W
2 + (Xc216 + Y c228)W + c223Y

2 + c25X
2

+c215XY )Z2 + (c233W
3 + (Xc218 + Y c229)W 2 + (X2c29 +XY c219 + Y 2c225)W + c221Y

3

+c22X
3 + c27X

2Y + c213XY
2)Z +W 4c234 + (Xc212 + Y c227)W 3 + (X2c26 +XY c217+

Y 2c224)W 2 + (X3c23 +X2Y c28 +XY 2c214 + Y 3c222)W + c20X
4 + c21X

3Y + c24X
2Y 2

+c210XY
3 + c220Y

4)ε5 + (Z4c130 + (Wc131 +Xc111 + Y c126)Z3 + (c132W
2 + (Xc116+

Y c128)W + c15X
2 + c115XY + c123Y

2)Z2 + (c133W
3 + (Xc118 + Y c129)W 2 + (X2c19+

XY c119 + Y 2c125)W + c12X
3 + c17X

2Y + c113XY
2 + c121Y

3)Z + c134W
4 + (Xc112+

Y c127)W 3 + (X2c16 +XY c117 + Y 2c124)W 2 + (X3c13 +X2Y c18 +XY 2c114 + Y 3c122)

W + c10X
4 + c11X

3Y + c14X
2Y 2 + c110XY

3 + c120Y
4)ε4 + (Z4c030 + (Wc031 +Xc011

+Y c026)Z3 + (c032W
2 + (Xc016 + Y c028)W + c05X

2 + c015XY + c023Y
2)Z2 + (c033W

3

+(Xc018 + Y c029)W 2 + (X2c09 +XY c019 + Y 2c025)W + c02X
3 + c07X

2Y + c013XY
2+

c021Y
3 + c3)Z + c034W

4 + (Xc012 + Y c027)W 3 + (X2c06 +XY c017 + Y 2c024)W 2 + (X3

c03 +X2Y c08 +XY 2c014 + Y 3c022)W + c04X
2Y 2 + c00X

4 + c01X
3Y + c010XY

3 + c020

Y 4)ε3 + c2Zε
2 + Zc1ε,

Ẇ = (d234W
4 + (Xd212 + Y d227 + Zd233)W 3 + (d26X

2 + (Y d217 + Zd218)X + d224Y
2 + d229

Y Z + d232Z
2)W 2 + (d23X

3 + (Y d28 + Zd29)X2 + (Y 2d214 + Y Zd219 + Z2d216)X + d222

Y 3 + d225Y
2Z + d228Y Z

2 + d231Z
3)W + d20X

4 + (Y d21 + Zd22)X3 + (Y 2d24 + Y Zd27

+Z2d25)X2 + (Y 3d210 + Y 2Zd213 + Y Z2d215 + Z3d211)X + ZY 3d221 + Z2d223Y
2 + Z3

d226Y + Z4d230 + d220Y
4)ε5 + (W 4d134 + (Xd112 + Y d127 + Zd133)W 3 + (d16X

2 + (Y

d117 + Zd118)X + d124Y
2 + d129Y Z + d132Z

2)W 2 + (d13X
3 + (Y d18 + Zd19)X2 + (Y 2

d114 + Y Zd119 + Z2d116)X + Y 3d122 + d125Y
2Z + d128Y Z

2 + d131Z
3)W + d10X

4 + (Y

d11 + Zd12)X3 + (Y 2d14 + Y Zd17 + Z2d15)X2 + (Y 3d110 + Y 2Zd113 + Y Z2d115 + Z3d111)

X + Y 4d120 + Zd121Y
3 + Z2d123Y

2 + Z3d126Y + Z4d130)ε4 + (d034W
4 + (Xd012 + Y d027

+Zd033)W 3 + (d06X
2 + (Y d017 + Zd018)X + Y 2d024 + d029Y Z + d032Z

2)W 2 + (d03X
3+

(Y d08 + Zd09)X2 + (Y 2d014 + Y Zd019 + Z2d016)X + Y 3d022 + d025Y
2Z + d028Y Z

2 + d031

Z3 + d3)W + d00X
4 + (Y d01 + Zd02)X3 + (Y 2d04 + Y Zd07 + Z2d05)X2 + (Y 3d010 + Y 2

Zd013 + Y Z2d015 + Z3d011)X + d020Y
4 + ZY 3d021 + Z2d023Y

2 + Z3d026Y + Z4d030)ε3+

d2Wε2 +Wd1ε .

(4.10)

Deuxièmement, nous passons aux coordonnées cylindriques en faisant le changement de
variable (X, Y, Z,W ) = (α cos θ, α sin θ, β, ξ) dans le système (4.10), nous obtenons le système
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α̇ = (−(b21 − a220 − b210 − a20 + a24)α4 cos(θ)5 − (−(a21 − a210 + b20 − b24 + b220)α sin(θ)+

(b27 + a213 − b221 − a22)β + ξ(b28 + a214 − b222 − a23))α3 cos(θ)4 − (−((b22 − a221 − b213+

a27)β + ξ(b23 − a222 − b214 + a28))α sin(θ) + (−b21 + 2a220 + 2b210 − a24)α2 + (a223 + b215

−a25)β2 + ξ(a225 + b219 − a29)β + ξ2(a224 + b217 − a26))α2 cos(θ)3 + (((b24 + a210 − 2b220)

α2 + (b25 + a215 − b223)β2 + ξ(b29 + a219 − b225)β + ξ2(b26 + a217 − b224))α sin(θ) + ((b27

+a213 − 2b221)β + ξ(b28 + a214 − 2b222))α2 + (a211 − b226)β3 + ξ(a216 − b228)β2 + ξ2(a218

−b229)β + ξ3(a212 − b227))α cos(θ)2 + ((((a221 + b213)β + ξ(a222 + b214))α2 + (a226 + b211)

β3 + ξ(a228 + b216)β2 + ξ2(a229 + b218)β + ξ3(a227 + b212))α sin(θ) + (a220 + b210)α4+

((a223 + b215)β2 + ξ(a225 + b219)β + ξ2(a224 + b217))α2 + ξ4a234 + βξ3a233 + β2ξ2a232 + β3

ξa231 + β4a230) cos(θ) + (b220α
4 + (β2b223 + βξb225 + ξ2b224)α2 + ξ4b234 + βξ3b233 + β2ξ2

b232 + β3ξb231 + β4b230) sin(θ) + ((βb221 + ξb222)α2 + ξ3b227 + βξ2b229 + β2ξb228 + β3b226

)α)ε5 + (−(b11 − a120 − b110 − a10 + a14)α4 cos(θ)5 − (−(−b14 − a110 + b120 + b10 + a11)α

sin(θ) + (b17 + a113 − b121 − a12)β + ξ(b18 + a114 − b122 − a13))α3 cos(θ)4 − (−((b12 − a121

−b113 + a17)β + ξ(b13 − a122 − b114 + a18))α sin(θ) + (−b11 + 2a120 + 2b110 − a14)α2+

(a123 + b115 − a15)β2 + ξ(a125 + b119 − a19)β + ξ2(a124 + b117 − a16))α2 cos(θ)3 + (((b14+

a110 − 2b120)α2 + (b15 + a115 − b123)β2 + ξ(b19 + a119 − b125)β + ξ2(b16 + a117 − b124))α

sin(θ) + ((b17 + a113 − 2b121)β + ξ(b18 + a114 − 2b122))α2 + (a111 − b126)β3 + ξ(a116 − b128)

β2 + ξ2(a118 − b129)β + ξ3(a112 − b127))α cos(θ)2 + ((((a121 + b113)β + ξ(a122 + b114))α2+

(a126 + b111)β3 + ξ(a128 + b116)β2 + ξ2(a129 + b118)β + ξ3(a127 + b112))α sin(θ) + (a120+

b110)α4 + ((a123 + b115)β2 + ξ(a125 + b119)β + ξ2(a124 + b117))α2 + ξ4a134 + βξ3a133 + β2ξ2

a132 + β3ξa131 + β4a130) cos(θ) + (b120α
4 + (β2b123 + βξb125 + ξ2b124)α2 + ξ4b134 + βξ3b133

+β2ξ2b132 + β3ξb131 + β4b130) sin(θ) + ((βb121 + ξb122)α2 + ξ3b127 + βξ2b129 + β2ξb128+

β3b126)α)ε4 + (−(a04 + b01 − a020 − b010 − a00)α4 cos(θ)5 − (−(a01 − b04 − a010 + b020+

b00)α sin(θ) + (−a02 + b07 + a013 − b021)β − ξ(a03 − b08 − a014 + b022))α3 cos(θ)4 − (−(

(a07 + b02 − a021 − b013)β + ξ(a08 + b03 − a022 − b014))α sin(θ) + (−a04 − b01 + 2a020+

2b010)α2 + (−a05 + a023 + b015)β2 − ξ(a09 − a025 − b019)β − ξ2(a06 − a024 − b017))α2

cos(θ)3 + (((b04 + a010 − 2b020)α2 + (b05 + a015 − b023)β2 + ξ(b09 + a019 − b025)β + ξ2(b06

+a017 − b024))α sin(θ) + ((b07 + a013 − 2b021)β + ξ(b08 + a014 − 2b022))α2 + (a011 − b026)β3

+ξ(a016 − b028)β2 + ξ2(a018 − b029)β + ξ3(a012 − b027))α cos(θ)2 + ((((a021 + b013)β + ξ

(a022 + b014))α2 + (a026 + b011)β3 + ξ(a028 + b016)β2 + ξ2(a029 + b018)β + ξ3(a027 + b012))α

sin(θ) + (a020 + b010)α4 + ((a023 + b015)β2 + ξ(a025 + b019)β + ξ2(a024 + b017))α2 + ξ4a034

+a033ξ
3β + β2ξ2a032 + β3ξa031 + β4a030) cos(θ) + (b020α

4 + (β2b023 + βξb025 + ξ2b024)α2

+ξ4b034 + βξ3b033 + β2ξ2b032 + β3ξb031 + β4b030) sin(θ) + ((βb021 + ξb022)α2 + ξ3b027 + βξ2

b029 + β2ξb028 + β3b026 + a3)α)ε3 + αa2ε
2 + εαa1 ,



ANNEXE 75

θ̇ =
1

α
(((a21 − a210 + b20 − b24 + b220)α4 cos(θ)5 + ((b21 − a220 − b210 − a20 + a24)α sin(θ)+

(b22 − a221 − b213 + a27)β + ξ(b23 − a222 − b214 + a28))α3 cos(θ)4 + (((b27 + a213 − b221−
a22)β + ξ(b28 + a214 − b222 − a23))α sin(θ) + (b24 + 2a210 − 2b220 − a21)α2 + (b25 + a215

−b223)β2 + ξ(b29 + a219 − b225)β + ξ2(b26 + a217 − b224))α2 cos(θ)3 + (((2a220 + b210 − a24)

α2 + (a223 − a25 + b215)β2 + ξ(a225 + b219 − a29)β + ξ2(a224 + b217 − a26))α sin(θ) + ((b213

−a27 + 2a221)β + ξ(b214 − a28 + 2a222))α2 + (b211 + a226)β3 + ξ(a228 + b216)β2 + ξ2(a229+

−b218)β + ξ3(a227 + b212))α cos(θ)2 + (−α(((a213 − b221)β + ξ(a214 − b222))α2 + (a211−
b226)β3 + ξ(a216 − b228)β2 + ξ2(a218 − b229)β + ξ3(a212 − b227)) sin(θ) + (−a210 + b220)α4

+((−a215 + b223)β2 − ξ(a219 − b225)β − ξ2(a217 − b224))α2 + ξ4b234 + βξ3b233 + β2ξ2b232

+β3ξb231 + β4b230) cos(θ)− (α4a220 + (β2a223 + βξa225 + ξ2a224)α2 + β4a230 + β3ξa231

+β2ξ2a232 + βξ3a233 + ξ4a234) sin(θ) + ((−βa221 − ξa222)α2 − β3a226 − a227ξ
3 − β2ξa228

−βξ2a229)α)ε5 + ((−b14 − a110 + b120 + b10 + a11)α4 cos(θ)5 + ((b11 − a120 − b110 − a10

+a14)α sin(θ) + (b12 − a121 − b113 + a17)β + ξ(b13 − a122 − b114 + a18))α3 cos(θ)4 + ((

(b17 + a113 − b121 − a12)β + ξ(b18 + a114 − b122 − a13))α sin(θ) + (b14 + 2a110 − 2b120−
a11)α2 + (b15 + a115 − b123)β2 + ξ(b19 + a119 − b125)β + ξ2(b16 + a117 − b124))α2 cos(θ)3

+(((2a120 − a14 + b110)α2 + (a123 − a15 + b115)β2 + ξ(a125 + b119 − a19)β + ξ2(a124+

b117 − a16))α sin(θ) + ((−a17 + b113 + 2a121)β + ξ(2a122 − a18 + b114))α2 + (b111 + a126)

β3 + ξ(a128 + b116)β2 + ξ2(a129 + b118)β + ξ3(a127 + b112))α cos(θ)2 + (−α(((a113 − b121)

β + ξ(a114 − b122))α2 + (a111 − b126)β3 + ξ(a116 − b128)β2 + ξ2(a118 − b129)β + ξ3(a112−
b127)) sin(θ) + (−a110 + b120)α4 + ((−a115 + b123)β2 − ξ(a119 − b125)β − ξ2(a117 − b124))

α2 + β4b130 + β3ξb131 + β2ξ2b132 + βξ3b133 + ξ4b134) cos(θ)− (α4a120 + (β2a123 + βξa125

+ξ2a124)α2 + β4a130 + β3ξa131 + β2ξ2a132 + βξ3a133 + ξ4a134) sin(θ) + ((−βa121 − ξa122)

α2 − β3a126 − a127ξ
3 − β2ξa128 − βξ2a129)α)ε4 + ((a01 − b04 − a010 + b020 + b00)α4 cos(θ)5

+((a04 + b01 − a020 − b010 − a00)α sin(θ) + (a07 + b02 − a021 − b013)β + ξ(a08 + b03 − a022

−b014))α3 cos(θ)4 + (((−a02 + b07 + a013 − b021)β − ξ(a03 − b08 − a014 + b022))α sin(θ)+

(−a01 + b04 + 2a010 − 2b020)α2 + (b05 + a015 − b023)β2 + ξ(b09 + a019 − b025)β + ξ2(b06+

a017 − b024))α2 cos(θ)3 + (((2a020 + b010 − a04)α2 + (b015 − a05 + a023)β2 − ξ(a09 − a025

−b019)β − ξ2(a06 − a024 − b017))α sin(θ) + ((2a021 + b013 − a07)β − ξ(−2a022 − b014 + a08

))α2 + (b011 + a026)β3 + ξ(a028 + b016)β2 + ξ2(a029 + b018)β + ξ3(a027 + b012))α cos(θ)2+

(−α(((a013 − b021)β + ξ(a014 − b022))α2 + (a011 − b026)β3 + ξ(a016 − b028)β2 + ξ2(a018−
b029)β + ξ3(a012 − b027)) sin(θ) + (−a010 + b020)α4 + ((−a015 + b023)β2 − ξ(a019 − b025)β

−ξ2(a017 − b024))α2 + ξ4b034 + βξ3b033 + β2ξ2b032 + β3ξb031 + β4b030) cos(θ)− (a020α
4+

(β2a023 + βξa025 + ξ2a024)α2 + ξ4a034 + a033ξ
3β + β2ξ2a032 + β3ξa031 + β4a030) sin(θ)+

((−βa021 − ξa022)α2 − ξ3a027 − βξ2a029 − β2ξa028 − β3a026 + b3)α)ε3) + ε2b2 + εb1 + b ,
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β̇ = (−(−c20 + c24 − c220)α4 cos(θ)4 + (−(−c21 + c210)α sin(θ) + (c22 − c213)β + ξ(c23 − c214))

α3 cos(θ)3 − (((c221 − c27)β + ξ(c222 − c28))α sin(θ) + (−c24 + 2c220)α2 + (c223 − c25)β2+

ξ(c225 − c29)β + ξ2(c224 − c26))α2 cos(θ)2 + ((α2c210 + β2c215 + βξc219 + ξ2c217)α sin(θ)+

(βc213 + ξc214)α2 + ξ3c212 + ξ2c218β + ξc216β
2 + c211β

3)α cos(θ) + ((βc221 + ξc222)α2+

c227ξ
3 + ξ2c229β + ξc228β

2 + c226β
3)α sin(θ) + c220α

4 + (β2c223 + βξc225 + ξ2c224)α2 + ξ4

c234 + c233ξ
3β + c232ξ

2β2 + c231ξβ
3 + c230β

4)ε5 + (−(−c10 + c14 − c120)α4 cos(θ)4 + (−
(−c11 + c110)α sin(θ) + (c12 − c113)β + ξ(c13 − c114))α3 cos(θ)3 − (((−c17 + c121)β − ξ(c18

−c122))α sin(θ) + (−c14 + 2c120)α2 + (−c15 + c123)β2 − ξ(c19 − c125)β − ξ2(c16 − c124))α2

cos(θ)2 + ((α2c110 + β2c115 + βξc119 + ξ2c117)α sin(θ) + (βc113 + ξc114)α2 + ξ3c112 + ξ2c118

β + ξc116β
2 + c111β

3)α cos(θ) + ((βc121 + ξc122)α2 + c127ξ
3 + βξ2c129 + ξc128β

2 + c126β
3)α

sin(θ) + α4c120 + (β2c123 + βξc125 + ξ2c124)α2 + ξ4c134 + c133ξ
3β + c132ξ

2β2 + c131ξβ
3+

c130β
4)ε4 + (−(c04 − c020 − c00)α4 cos(θ)4 + (−(c010 − c01)α sin(θ) + (c02 − c013)β + ξ(c03

−c014))α3 cos(θ)3 − (((−c07 + c021)β − ξ(c08 − c022))α sin(θ) + (−c04 + 2c020)α2 + (−c05

+c023)β2 − ξ(c09 − c025)β − ξ2(c06 − c024))α2 cos(θ)2 + ((α2c010 + β2c015 + βξc019 + ξ2c017

)α sin(θ) + (βc013 + ξc014)α2 + c012ξ
3 + c018ξ

2β + c016β
2ξ + c011β

3)α cos(θ) + ((βc021 + ξ

c022)α2 + c027ξ
3 + c029ξ

2β + ξβ2c028 + c026β
3)α sin(θ) + α4c020 + (β2c023 + βξc025 + ξ2c024)

α2 + c030β
4 + c031ξβ

3 + c032ξ
2β2 + (ξ3c033 + c3)β + ξ4c034)ε3 + c2βε

2 + βc1ε ,

ξ̇ = (−(−d20 + d24 − d220)α4 cos(θ)4 + (−(−d21 + d210)α sin(θ) + ξ(d23 − d214) + β(d22 − d213)

)α3 cos(θ)3 − ((ξ(d222 − d28) + β(d221 − d27))α sin(θ) + (−d24 + 2d220)α2 + ξ2(d224 − d26)

+β(d225 − d29)ξ + β2(d223 − d25))α2 cos(θ)2 + ((α2d210 + β2d215 + βξd219 + ξ2d217)α sin(θ)

+(βd213 + ξd214)α2 + ξ3d212 + βd218ξ
2 + β2d216ξ + β3d211)α cos(θ) + ((βd221 + ξd222)α2+

d227ξ
3 + d229βξ

2 + d228β
2ξ + d226β

3)α sin(θ) + d220α
4 + (β2d223 + βξd225 + ξ2d224)α2+

d234ξ
4 + d233ξ

3β + d232ξ
2β2 + d231ξβ

3 + β4d230)ε5 + (−(−d10 + d14 − d120)α4 cos(θ)4 + (−
(−d11 + d110)α sin(θ) + ξ(d13 − d114) + β(d12 − d113))α3 cos(θ)3 − (((−d18 + d122)ξ − β(d17

−d121))α sin(θ) + (−d14 + 2d120)α2 + (−d16 + d124)ξ2 − β(d19 − d125)ξ − β2(d15 − d123))α2

cos(θ)2 + ((α2d110 + β2d115 + βξd119 + ξ2d117)α sin(θ) + (βd113 + ξd114)α2 + ξ3d112 + βd118

ξ2 + β2d116ξ + β3d111)α cos(θ) + ((βd121 + ξd122)α2 + d127ξ
3 + βξ2d129 + β2d128ξ + β3d126)

α sin(θ) + α4d120 + (β2d123 + βξd125 + ξ2d124)α2 + d134ξ
4 + d133ξ

3β + d132ξ
2β2 + d131ξβ

3+

β4d130)ε4 + (−(d04 − d020 − d00)α4 cos(θ)4 + (−(d010 − d01)α sin(θ) + ξ(d03 − d014) + β(d02

−d013))α3 cos(θ)3 − (((−d08 + d022)ξ − β(d07 − d021))α sin(θ) + (−d04 + 2d020)α2 + (−d06

+d024)ξ2 − β(d09 − d025)ξ − β2(d05 − d023))α2 cos(θ)2 + ((α2d010 + β2d015 + βξd019 + ξ2

d017)α sin(θ) + (βd013 + ξd014)α2 + ξ3d012 + d018ξ
2β + d016β

2ξ + d011β
3)α cos(θ) + ((βd021

+ξd022)α2 + d027ξ
3 + d029ξ

2β + ξβ2d028 + d026β
3)α sin(θ) + α4d020 + (β2d023 + βξd025 + ξ2

d024)α2 + d034ξ
4 + d033ξ

3β + d032ξ
2β2 + (β3d031 + d3)ξ + β4d030)ε3 + d2ξε

2 + ξd1ε .

(4.11)
Enfin, nous prenons l’angle θ comme nouvelle variable indépendante. Ainsi, dans les variables
(α, β, ξ), le système (4.11) s’écrit
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dα

dθ
= εG11(θ, α, β, ξ) + ε2G21(θ, α, β, ξ) + ε3G31(θ, α, β, ξ) +O(ε4),

=
a1α

b
ε+

(ba2 − a1b1)α

b2
ε2+

ε3

b3
(−b2α4(a04 + b01 − a020 − b010 − a00) cos(θ)5 + (α(a01 − a010 + b00 − b04 + b020) sin(θ)

+(a02 − b07 − a013 + b021)β + ξ(a03 − b08 − a014 + b022))α3b2 cos(θ)4 + (α((a07 + b02−
a021 − b013)β + ξ(a08 + b03 − a022 − b014)) sin(θ) + (a04 + b01 − 2a020 − 2b010)α2 + (a05

−a023 − b015)β2 + ξ(a09 − a025 − b019)β + ξ2(a06 − a024 − b017))α2b2 cos(θ)3 + α(α((b04

+a010 − 2b020)α2 + (b05 + a015 − b023)β2 + ξ(b09 + a019 − b025)β + ξ2(b06 + a017 − b024))

sin(θ) + ((b07 + a013 − 2b021)β + ξ(b08 + a014 − 2b022))α2 + (a011 − b026)β3 + ξ(a016−
b028)β2 + ξ2(a018 − b029)β + ξ3(a012 − b027))b2 cos(θ)2 + (α(((a021 + b013)β + ξ(a022+

b014))α2 + (a026 + b011)β3 + ξ(a028 + b016)β2 + ξ2(a029 + b018)β + ξ3(a027 + b012)) sin(θ)

+(a020 + b010)α4 + ((a023 + b015)β2 + ξ(a025 + b019)β + ξ2(a024 + b017))α2 + a034ξ
4+

a033ξ
3β + β2ξ2a032 + β3ξa031 + β4a030)b2 cos(θ) + b2(α4b020 + (β2b023 + βξb025 + ξ2b024)

α(α2 + ξ4b034 + ξ3b033β + ξ2b032β
2 + ξb031β

3 + b030β
4) sin(θ) + ((βb021 + ξb022)α2 + ξ3

b027 + βξ2b029 + β2ξb028 + β3b026 + a3)b2 + (−a1b2 − a2b1)b+ a1b
2
1)) +O(ε4),

dβ

dθ
= εG12(θ, α, β, ξ) + ε2G22(θ, α, β, ξ) + ε3G32(θ, α, β, ξ) +O(ε4),

=
c1β

b
ε+

(bc2 − b1c1)β

b2
ε2+

ε3

b3
(b2α4(c00 − c04 + c020) cos(θ)4 + α3b2(α(c01 − c010) sin(θ) + (c02 − c013)β + ξ(c03 − c014

)) cos(θ)3 + (α((c07 − c021)β + ξ(c08 − c022)) sin(θ) + (c04 − 2c020)α2 + (c05 − c023)β2 + ξ

(c09 − c025)β + ξ2(c06 − c024))α2b2 cos(θ)2 + (α(β2c015 + βξc019 + α2c010 + ξ2c017) sin(θ)

+(βc013 + ξc014)α2 + ξ3c012 + ξ2c018β + ξc016β
2 + c011β

3)αb2 cos(θ) + α((βc021 + ξc022)α2

+ξ3c027 + ξ2c029β + ξc028β
2 + c026β

3)b2 sin(θ) + (α4c020 + (β2c023 + βξc025 + ξ2c024)α2+

β4c030 + β3ξc031 + β2ξ2c032 + (ξ3c033 + c3)β + ξ4c034)b2 − β(b1c2 + b2c1)b+ βb2
1c1) +O(ε4),

dξ

dθ
= εG13(θ, α, β, ξ) + ε2G23(θ, α, β, ξ) + ε3G33(θ, α, β, ξ) +O(ε4).

=
d1ξ

b
ε+

(bd2 − b1d1)ξ

b2
ε2+

ε3

b3
(b2α4(d00 − d04 + d020) cos(θ)4 + α3b2(α(d01 − d010) sin(θ) + ξ(d03 − d014) + β(d02−

d013)) cos(θ)3 + (α(ξ(d08 − d022) + β(d07 − d021)) sin(θ) + (d04 − 2d020)α2 + ξ2(d06 − d024)

+β(d09 − d025)ξ + β2(d05 − d023))α2b2 cos(θ)2 + (α(β2d015 + βξd019 + α2d010 + ξ2d017)

sin(θ) + (βd013 + ξd014)α2 + ξ3d012 + d018βξ
2 + d016β

2ξ + d011β
3)αb2 cos(θ)α((βd021 + ξ

d022)α2 + ξ3d027 + βd029ξ
2 + β2d028ξ + β3d026)b2 sin(θ) + (α4d020 + (β2d023 + βξd025 + ξ2

d024)α2 + ξ4d034 + βξ3d033 + β2ξ2d032 + (β3d031 + d3)ξ + β4d030)b2 − ξ(b1d2 + b2d1)b+

ξb2
1d1) +O(ε4).


	Remerciements
	Dédicace
	Résumé
	Résumé en arabe
	Abstract
	Introduction
	Notions Préliminaires
	Systèmes dynamiques
	Systèmes différentiels polynomiaux
	Solution d'un système différentiel
	Point d'équilibre et linéarisation
	Point d'équilibre
	Linéarisation
	Classification des points d'équilibre

	Stabilité des points d'équilibre
	Orbites périodiques et cycles limites
	Orbites périodiques
	Cycles limites

	Stabilité des cycles limites
	Existence des cycles limites
	Ensemble isochrone
	Bifurcation
	Bifurcation de Hopf
	Bifurcation zéro-Hopf

	Systèmes de Lotka-Volterra
	Modèle prédateurs-proies de Lotka-Volterra
	Nature des points d’équilibre

	Espèces en compétition

	Bifurcation du cycle limite à partir d'un équilibre zéro-Hopf pour une classe de systèmes de Kolmogorov tridimensionnels
	Introduction et énoncés des principaux résultats
	Théorie de moyennisation pour les orbites périodiques
	Preuve de la proposition 1 et du théorème 3.1.1.
	Conclusion

	Bifurcation zéro-Hopf dans un système différentiel polynômial quartique dans R4 utilisant la théorie de moyennisation du 3ème ordre
	Introduction
	Théorie de moyennisation du premier, deuxième et troisième ordre
	Preuve du théorème 4.1.1 et du corollaire 3
	Conclusion

	Conclusion et Perspectives
	Bibliographie
	Annexe

