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Résumé

Le but de cette thése est de déterminer des conditions suffisantes
de I'existence de solutions périodiques dans certains systémes diffé-
rentiels perturbés par un petit parameétre €, en utilisant la théorie de
la moyennisation.

Pour cela, nous étudions le probléme de la détection de cycles li-
mites issus d'un équilibre zéro-Hopf, pour une classe de systéemes de
Kolmogorov de degré 3 dans R?, en appliquant la théorie de moyen-
nisation du premier ordre, ainsi que pour un systéme différentiel de
degré 4 dans R?, en utilisant la théorie de moyennisation du troisiéme
ordre.

Enfin, nous illustrons les résultats obtenus par des exemples concrets.
Tous les calculs réalisés dans cette these sont effectués a 1’'aide des
logiciels "Maple et Mathematica".

Mots-clés : Cycle limite, Solution périodique, Systéme de Kolmogo-
rov, Systéme différentiel, ‘Theéorie de moyennisation.
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Abstract

The objective of this thesis is to identify sufficient conditions of the
existence of periodic solutions in specific differential systems which
are perturbed by a small parameter, using averaging theory.

We address the challenge of detecting limit cycles emerging from a
zero-Hopf equilibrium within a class of Kolmogorov systems of degree
3 in R3, using first-order averaging theory, as well as for a differential
system of degree 4 in R* using third-order averaging theory.

Finally, we illustrate the results through concrete examples. We
note that all computations performed in this thesis were carried out
using the software "Maple and Mathematica".

Keywords : Averaging theory, Differential system, Kolmogorov sys-
tem, Limit cycle, Periodic solution.
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Introduction

Les systémes dynamiques jouent un role central dans la modélisation de nombreux phéno-
meénes naturels et sociaux. Ils décrivent comment 1’état d’un systéme évolue au fil du temps
en fonction de certaines lois ou équations, qu’elles soient déterministes ou stochastiques. Ces
systémes sont généralement définis par des équations différentielles ou des équations aux diffé-
rences d’évolution.

En fonction de leur comportement et de leur sensibilité aux conditions initiales, les systémes
dynamiques peuvent étre classés en plusieurs catégories

e Systémes dynamiques continus (Systémes a temps continu) : Ces systémes évoluent de
maniére continue dans le temps et sont décrits par des équations différentielles [45, 53].
Exemple : Le mouvement d'un pendule.

e Systémes dynamiques discrets (Systémes a temps discret) : Les systémes évoluent a des
intervalles de temps discrets et sont décrits par des équations aux différences [1].
Exemple : Les modeéles de croissance démographique.

e Systémes stochastiques : Ces systémes intégrent des éléments aléatoires, rendant leurs
évolutions futures incertaines méme si les conditions initiales sont connues [53].
Exemple : Le mouvement brownien.

En outre, il est possible de classer les systémes dynamiques selon leur prévisibilité :

» Déterministes : Ces systémes sont entiérement déterministes, et si les conditions initiales
sont bien connues, il est possible de prévoir avec précision leur comportement futur 33, 40].
Exemple : Le mouvement des planétes dans le systéme solaire.

» Semi-déterministes : Ces systémes montrent un comportement prévisible a court terme,
mais deviennent imprévisibles sur le long terme en raison de leur sensibilité aux conditions
initiales |1, 33].

Exemple : Les prévisions météorologiques, qui sont fiables pour quelques jours seulement.

» Non déterministes : Méme avec des conditions initiales bien définies, ces systémes sont si
sensibles aux variations infimes qu’il est impossible de prévoir leur comportement a long terme.
Ces systémes sont souvent associés & des phénomeénes chaotiques [33, 53].

Exemple : La turbulence dans les fluides ou certains modéles économiques.

L’évolution de la théorie des systémes dynamiques remonte au XVIle siécle, avec les travaux
de Newton sur le calcul différentiel et les lois du mouvement. Plus tard, au XIXe siécle, Henri
Poincaré a apporté des contributions majeures a la compréhension des systémes non linéaires,
devenant ainsi une figure centrale dans I’étude des dynamiques complexes.

viil
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Un cycle limite est une orbite fermée isolée, c’est & dire que les trajectoires voisines ne
sont pas fermées. Les trajectoires se rapprochent du chemin fermé ou s’en éloignent en spirale.
C’est un phénomeéne non linéaire qui se produit dans de nombreux systémes physiques, tels que
la trajectoire d'un satellite, les processus biochimiques, le modéle prédateur-proie, les circuits
électriques non linéaires, le modéle de croissance économique, I’écologie, les battements du cceur,
les vibrations auto-entretenues dans les ponts et les ailes d’avion, les rythmes quotidiens de la
température corporelle humaine, la sécrétion d’hormones, etc. Les systémes linéaires ne peuvent
pas avoire de cycles limites.

Le grand mathématicien David Hilbert a présenté 23 problémes mathématiques exception-
nels lors du deuxiéme congres international de mathématiques en 1900, et la deuxiéme partie
du 16° probleme de Hilbert consistait a déterminer le nombre maximum de cycles limites H,,
d’un systéme polynomial de degré n :

n

T = E a;;z'y’

i+j=0

Y= Z bty
i+j=0
Pour (a,b) € RO*+D+2) 1e nombre de cycles limites H,(a,b) du systéme ci-dessus doit étre

fini. Cela peut étre confirmé par le théoréme de Dulac. Pour un systéme non linéaire dans R?,
il est difficile de déterminer le nombre de cycles limites.

En 1962, le mathématicien russe N.V. Bautin a prouvé que tout systéme quadratique possede
au maximum trois cycles limites. Cependant, en 1979, les mathématiciens chinois S.L. Shi, L.S.
Chen et M.S. Wang ont établi qu'un systéme quadratique peut avoir quatre cycles limites. Cela
a été prouvé par Y.X. Chin en 1984. Un systéme cubique peut avoir au moins 11 cycles limites.
Ainsi, la détermination du nombre de cycles limites est extrémement difficile pour un systéme
en général [33].

Il existe essentiellement trois types de cycles limites : les cycles limites stables, instables
et semi-stables. Un cycle limite est dit stable (ou attractif) s’il attire toutes les trajectoires
voisines. Si les trajectoires voisines sont repoussées du cycle limite, on parle alors d'un cycle
limite instable (ou répulsif). Un cycle limite semi-stable est celui qui attire des trajectoires d'un
cOté et les repousse de 'autre. Ces trois types de cycles limites sont illustrés dans la Figure 1.
Scientifiquement, les cycles limites stables sont trés importants.

FIGURE 1: a : stable, b : instable, ¢ : semi-stable

Il est extrémement difficile de prouver I'existence d’un cycle limite ou d’une solution pério-
dique pour un systéme non linéaire dans R", avec n > 3. Le théoréme de Poincaré-Bendixson
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permet de prouver l'existence d’au moins une orbite périodique pour un systéme autonome
dans R? sous certaines conditions.

L’objectif principal de ce théoréme est de trouver une « région annulaire » qui ne contient
aucun point d’équilibre du systéeme, et dans laquelle on peut trouver au moins une orbite
périodique. La démonstration de ce théoréme se trouve dans [33, 54].

Obtenir analytiquement des solutions périodiques est généralement un travail difficile, sou-
vent impossible. La théorie de moyennisation réduit ce probléme complexe, pour certaines équa-
tions différentielles ordinaires perturbées, a la recherche des zéros de fonctions non linéaires.

La théorie de moyennisation a été introduite par Bogoliubov et Krylov en 1934 [7], puis
développée par Bogoliubov et Mitropolsky (1961) [8]. Elle a ensuite été approfondie par Verhulst
[54], Sanders, Verhulst et Murdock [49], Malkin (1956) [42], Roseau (1966) [48], Buica et Llibre
(2004) [14], etc.

Cette thése est organisée comme suit

v chapitre 1 : Notions Préliminaires.

Ce chapitre présente un rappel des notions préliminaires classiques et des outils mathé-
matiques nécessaires a 1’étude de cette thése.

v chapitre 2 : Systémes de Lotka—Volterra.

Ce chapitre explore le modeéle de Lotka-Volterra pour les systémes prédateurs-proies et
la compétition entre espéces. Dans la premiére section, le modéle classique de Lotka-
Volterra est présenté, décrivant 1’évolution de deux populations, proies et prédateurs. Le
systéme d’équations différentielles modélise la croissance des proies, proportionnelle &
leur nombre, et la décroissance des prédateurs en fonction des rencontres avec les proies.
Le chapitre analyse également les points d’équilibre et démontre que les trajectoires au-
tour de certains points d’équilibre sont des ellipses, identifiant ces points comme des
centres stables ou des selles instables.

Ensuite, il se penche sur le modéle de compétition entre deux espéces, mettant en évi-
dence deux comportements possibles : la coexistence ou l’exclusion mutuelle, ou 'une
des especes s’éteint. L’étude approfondit les conditions nécessaires a la stabilité des équi-
libres dans des systémes compétitifs & deux espéces, tout en fournissant des exemples
numeériques illustrant ces phénomeénes a travers des portraits de phase.

Enfin, le chapitre élargit ’analyse aux systémes de Lotka-Volterra avec plusieurs es-
péces, en introduisant un cadre général pour des interactions complexes entre n espéces,
accompagné d’exemples spécifiques de systémes a trois espéces.

v chapitre 3 : Bifurcation de cycle limite a partir d’un équilibre zéro-Hopf pour
une classe de systémes de Kolmogorov tridimensionnels.

Dans ce chapitre, nous caractérisons, en utilisant la théorie de moyennisation du premier
ordre, les huit bifurcations zéro-Hopf distinctes pouvant apparaitre dans la classe des sys-
témes de Kolmogorov tridimensionnels de degré 3. Nous fournissons une approximation
explicite des cycles limites de petite amplitude qui bifurquent ainsi que des informations
sur leur type de stabilité.

Chacune de ces huit bifurcations zéro-Hopf distinctes engendre un ou deux cycles limites,
selon la théorie de moyennisation du premier ordre. De plus, nous présentons un exemple
explicite pour chacune de ces bifurcations zéro-Hopf.

Dans nos travaux, nous avons étudié deux types de systémes de Kolmogorov.
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Le premier systéme s’écrit sous la forme

i=z(a(z—1)+by—1)+alz—1)+di(z -1 +e(y—1)>+ fi(z —1)%),
g=y(a2(r —1) +ba(y = 1) +c2(2 = 1) + do(z — 1)* + €2y — 1)* + fo(z = 1)),
i=z(azz—1) +bs(y—1) +c3(z — 1) +dz(z — 1)* +e3(y — 1)> + f3(2 — 1)%)

et le deuxiéme systéme s’écrit sous la forme

b=z (ar(x—1)+bi(y—1)+eci(z— 1)+ di(z — D2 +e(z—D(y—1)+ fi(zx — 1)
z=D4+gly—12+h(y—1)(z—=1) + k(2 — 1)2) ,

J=y(az(x — 1)+ bay — 1) + c2(z — 1) + do(z — D2 +eg(r—1)(y— 1)+ fo(z — 1)
(z=1D) 4 go(y — D2+ holy — 1) (2 = 1) + ka2 — 1)2) ,

=z (as(x — 1)+ b3y — 1) + cs(z — 1) + ds(z — D2 +es(r—1)(y—1)+ fas(z —1)
(z—1)+gs(y — 1>+ hsa(y — 1)(z — 1) + ks(z — 1)2) ,

ou x, y, et z sont supposés positifs et le point indique la dérivée par rapport au temps
t.

L’article qui étudie le premier systéme a été publié dans la revue ” Applied Mathema-
tics E-Notes” sous le titre ” Pertodic Orbits In The Zero-Hopf Bifurcations Of
3-Dimensional Kolmogorov Systems Of Degree 3", voire [9].

Quant a 'article du deuxiéme systéme, il a été publié dans la revue ” Partial Differen-
tial Equations in Applied Mathematics” sous le titre ” Limat cycle bifurcation
from a zero-Hopf equilibrium for a class of 3-dimensional Kolmogorov sys-
tems”, voire |10].

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons uniquement sur le deuxiéme article, car,
comme on peut le constater, le deuxiéme systéme est une généralisation du premier.

v chapitre 4 : Bifurcation zéro-Hopf dans un systéme différentiel polynémial quar-
tique dans R* utilisant la théorie de moyennisation du 3®™° ordre

Dans ce chapitre, nous allons montrer en utilisant la théorie de moyennisation du troi-
siéme ordre que, pour un systéme différentiel polynomial quartique en 4 dimensions, au
maximum 36 cycles limites peuvent bifurquer a partir d’une singularité avec des valeurs
propres de la forme +wi, 0 et 0. Pour étre plus précis, nous examinons les systémes
différentiels qui ont la forme suivante

T = (aj€ + age® + aze®)x — (b + bye + bae® + bze)y + f%erj(:v, Y, 2, w),
]:

U= (b+ bre+ bae® + bze®)x + (ar€ + age® + aze®)y + ier}(x, Y, 2, W),
]:

Z = (cr€ + €% + c363) 2 + i &7i(x,y,z,w),

=0

w = (dye + dye® + dze)w + i eWi(x,y,z,w),

Jj=0
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_ 4 3 3 3 2.2 2.2 2.2
Xi(x,y,z,w) = ajx” + a2’y + ajox°z + aj3r°w + aux”y” + a;pr”2” + ajerw” +
2 2 2 3 3 3
7T Yz + ;8T YW + A9 2W + Aj10TY” + A;11T2° + Aj122W" + @413
2 2 2 2 2 2
XY z + A;14TY W + a15T2"Y + aj16T2 W + aj17TW"Y + a;18TW" 2 +
4 3 3 2.2 2.2
Aj19TYZW + Qj20Y " + Aj21Y" 2 + Qj2oWY~ + A3y~ 2" + Aj24W Y~ + Qo5
2 3 3 2 2 4 3
WY 2 + QoY 2" + QjorW Y + QjogWYZ™ + AjooW Y2 + Q302 + Az W2

2.2 3 4
+aj32w z2° + a;33W" 2 + a;34W ",

Yi(z,y,z,w), Z;j(x,y, z,w) et Wj(x,y,z,w) ont la méme expression que X;(z,y, z,w) en rem-
placant aj; par bj;, cj; et d;j; pour j =0,1,2 et i =0,1,...,34, respectivement. Les coefficients
@i, bij, cij, dij, a1, as, as, b, by, by, b3, c1, ca, c3, di, da, d3 sont des parameétres réels avec b # 0.

Cet article a été publié en ligne dans la revue Computational Methods for Differential
Equations sous le titre Zero-Hopf bifurcation in a four-dimensional quartic polyno-
mial differential system via averaging theory of third order, voir [11].



Chapitre 1

Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions générales et principales pour I'étude
qualitative des systémes dynamiques et des systémes différentiels polynomiaux.

1.1 Systémes dynamiques

Définition 1.1.1 Un systeme dynamique sur R™ est une application U : R x R® — R" telle
que

Exemple 1 Considérons le systéeme linéaire

{ i@‘fﬂ’vo’ (1.1)

A

La solution du systéeme (1.1) est de la forme z(t) = e"*xg ot t > 0, x € R"™ et A est une matrice

constante.
Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique U(t,z) tel que

U:RT xR" - R"”
Ult,z) = e u.
Définition 1.1.2 Un systéme dynamique U sur R™ est dit linéaire si

U(t,ax + By) = aU(t,x) + U(t,y), (1.2)

Va, 5 € R,)Vr,y € R" et Vt > 0.
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1.2 Systémes différentiels polynomiaux

Définition 1.2.1 Un systéme différentiel polynomial dans R™ est un systéme de la forme

( dl’l
%(t) = Py(z1(t), 22(t), ..., 2 (1)),

dIQ
(1) = Poar(t) 22(t), .. wa(D)),

(1.3)

da,

—(8) = Pa(zi(), 2a(t), . za(t)),

\

otu P, P, ... et P, sont des polynémes a coefficients réels.
» Sid=max(degP,,degPs,...,degP,), alors le systéme (1.3) est dit de degré d.
» Si Py, Ps, ..., P, ne dépendent pas explicitement de t, alors le systéme (1.3) est dit auto-
nome.

1.3 Solution d’un systéme différentiel

On appelle solution du systéme (1.3) toute application dérivable
r:I CR"—R"

tr x(t) = (z1(t), 22(t), ooy 2(1)),

ou I est un intervalle non vide tel que, pour tout t € I, (z1(t), x2(t), ..., x,(t)) satisfait le systéme
(1.3).

1.4 Point d’équilibre et linéarisation

Les points d’équilibre jouent un role important dans I’étude des systémes différentiels non
linéaires. Ceci nous permet de connaitre le comportement des solutions au voisinage de ces
points.

La plupart des systémes qui modélisent les phénoménes naturels sont non linéaires. Pour
étudier le comportement des trajectoires de ces systémes, au voisinage d’un point d’équilibre
xo, on étudie les systémes linéarisés associés.

1.4.1 Point d’équilibre
Définition 1.4.1 Considérons le systéme différentiel

= f(z). (1.4)

Un point zo est dit point d’équilibre du systéeme (1.4) si

f(zo) = 0.
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1.4.2 Linéarisation

Définition 1.4.2 Considérons le systéme différentiel non linéaire (1.4).
Soit xo un point d’équilibre du systéme (1.4).

Le systéme
T = Az,
ou 9
A = Df(,fo) = afl (.f]f(]), ]. S Z,j S n,

j
est dit systeme linéarisé du systeme (1.4) au point xy.
A est appelée matrice jacobienne associée au systéme (1.4) évaluée en x.

Exemple 2 Considérons le systéme

T =% — 4y,
Y = b + Ty

Xo = (0,0) est un point d’équilibre du systéme (1.7).
La matrice jacobienne associée au systeme (1.7) calculée en (0,0) est donnée par

Df(0,0) = (g _04 )

Ainsi, le systéme linéarisé du systéme (1.7) est

jj = _4?/7
Y = dx.

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

Définition 1.4.3 Le point d’équilibre xoy du systéeme (1.4) est dit hyperbolique si aucune des

valeurs propres de la matrice jacobienne A = D f(xq) n’a de partie réelle nulle.

1.4.3 Classification des points d’équilibre

Définition 1.4.4 Considérons le systeme différentiel (1.4) avec x € R?. Soit A la matrice
jacobienne calculée au point Xo = (0,0), et soient \; et Ay les valeurs propres de cette matrice.

Nous distinguons les différents cas en fonction de ces valeurs propres :

1. 51 A1 et Ay sont réelles, non nulles et de signe différent, alors le point d’équilibre X, est

un point selle. 1l est toujours instable (voir Fig. 1.1).

FIGURE 1.1: (0,0) est un point selle.
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2. Si Ay et Ny sont réels et de méme signe, nous avons trois cas :
% Si A < A <0, alors Xy est un neud stable (voir Fig. 1.2).
% 510 < A < Ay, alors Xy est un neeud instable (voir Fig. 1.3).
% S\ = Xy = A, nous avons deux cas :
¥ Si A est diagonalisable, alors Xy est un neud propre(NP). Il est stable si A < 0
et instable st X\ > 0 (voir Fig. 1./ et Fig. 1.5 respectivement).
* Si A nest pas diagonalisable, alors Xo est un type exceptionnel de neeud. Il est
neeud exceptionnel stable (NES) si A < 0 et neud exceptionnel instable (NEI) si
A >0 (voir Fig. 1.6 et Fig. 1.7 respectivement).

N N | /7 Q Vo Py
\\\: \ E“M o N\t i
X / N t 7’ ”
SN NN \Lf‘// \ WP
XN 2 SN WA
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4'/; /4, . ) ~ 7 7 (3 fil Q,\ \\\
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4 ’\\ g \ N / 4 4 4’ l\'%\\\\\

FIGURE 1.2: (0,0) est un nceud stable. FIGURE 1.3: (0,0) est un noeud instable.
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FIGURE 1.4: (0,0) est un NP stable. FIGURE 1.5: (0,0) est un NP instable.

N R Y T A

: Wl Py Wk t
™ &\\ uﬁ#.{fﬂ/ﬁ! :\KX\\&“ f’4// ///

AR Y ¥ W

N SR yd/ i o \\'\\ Wi
St NN
I - e
Tt \\ e
e )g\\ =g T
- 4'//‘ \ "\\ NS ,“/

A RBRMIANNNEN A,

7 i AL N R A

A b R R SRR A

FIGURE 1.6: (0,0) est un NES. FIGURE 1.7: (0,0) est un NEL
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3. 51 A1 et Ay sont conjugués complexes avec une partie imaginaire non nulle, alors X est
un foyer. 1l est stable si Re(A12) < 0 et instable si
Re(A12) > 0 (voir Fig. 1.8 et Fig. 1.9 respectivement).

FIGURE 1.8: (0,0) est un foyer stable. FIGURE 1.9: (0,0) est un foyer instable.

4. St A1 et Ay sont purement imaginaires, alors Xo est un centre. Il est stable mais il n’est
pas asymptotiquement stable (voir Fig. 1.10).

FIGURE 1.10: (0,0) est un centre.

1.5 Stabilité des points d’équilibre

Un systéme non linéaire peut avoir plusieurs points d’équilibre. Ces points peuvent étre
stables ou instables.

Considérons le systéme
T = f(t,x), reR"teR. (1.9)

Soit p un point d’équilibre du systéme (1.9) et ¢(¢) la solution de ce systéme.

Définition 1.5.1 On dit que
i) p est stable si et seulement si

Ve > 0,30 > 0,||¢(to) —pll < = ||o(t) —p|| <e,Vt > to.
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ii) p est asymptotiquement stable si et seulement si p est stable et s’il existe un voisinage
de p tel que pour tout x dans ce voisinage
lim ¢(t) = p.
t—o0

On peut étudier la stabilité du systéme (1.9) en fonction des valeurs propres de la matrice
jacobienne D f(p), en utilisant le théoréme suivant.

Théoréme 1.5.2 Soit p un point d’équilibre du systéme (1.9).
a) Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne D f(p) ont des parties réelles né-
gatives, alors le point d’équilibre p est asymptotiquement stable.
b) S’il existe au moins une valeur propre de D f(p) avec une partie réelle positive, alors le
point d’équilibre p est instable.
c) Si Df(p) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres avec des
parties réelles nulles, alors on ne peut rien conclure sur la stabilité du point d’équilibre

p.

1.6 Orbites périodiques et cycles limites

1.6.1 Orbites périodiques

Définition 1.6.1 Une trajectoire ¢(t,x) du systéme (1.3) est appelée orbite périodique s’il
existe un nombre T' > 0 tel que

&t + T, ) = ¢(t, ), Yz € R, (1.10)

Le plus petit réel T satisfaisant (1.10) est appelé la période.

1.6.2 Cycles limites

Définition 1.6.2 Un cycle limite est une orbite périodique fermée isolée dans un ensemble
d’orbites périodiques.

1.7 Stabilité des cycles limites

Théoréme 1.7.1 Soit C' la trajectoire correspondant au cycle limite, et soitent toutes les tra-
jectoires intérieures et extérieures proches de C' qui s’enroulent en spirale autour de C pour
t — 400 out — —o00.
1. Le cycle limite est dit stable si toutes les trajectoires voisines sont attirées vers C.
2. Le cycle limite est dit instable st toutes les trajectoires voisines au moin d’un coté sont
repoussées loin de C'.

Exemple 3 Considérons le systeme

1
T = —x—8y—3x(x®+y?),

3 (1.11)
g o= 8w+ cy—3yla®+y?).
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En coordonnées polaires x = rcos(0), y = rsin(f) avec r > 0, le systéme (1.11) devient
= S
Po= =, (1.12)
0 = 8.
Nous obtenons p .
-
= — = —7r(1—9?).
Fr) = 5 = (1 - 9r?)
Donc ]
r=0=r=0 ou r::tg.

. iy 1 . .
Comme r > 0, nous n’acceptons que la racine positive r = —. Alors, la solution périodique
est écrite sous la forme suivante

(2(1), y(t)) = (% cos(8t + o), % sin(8¢ + 90>> ,
avec 0(0) = 6.

1 1
Dans le plan de phase, il n’y a qu’un seul cycle limite x* + y? = 9 dont amplitude r = —
(voir Fig. 1.11).

FIGURE 1.11: Cycle limite du systéme (1.11).

1.8 Existence des cycles limites

L’étude de l'existence des cycles limites joue un role important dans I’étude du compor-
tement des trajectoires des systémes différentiels non linéaires.

Théoréme 1.8.1 (Poincaré-Bendizon)
Considérons le systéme planaire

{a': = f(z.y),

gy = g(x,9). (1.13)
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Supposons que f et g sont deux fonctions de classe C' sur un sous-ensemble ouvert de R?
noté E, le systeme (1.13) posséde une orbite «y telle que Uorbite positive v, (p) = ®(p,t),t > 0
passant par le point p est contenue dans un sous-ensemble compact F' de E. Alors nous sommes
dans l'un des trois cas suivants :

¥ v, (p) tend vers un point d’équilibre.

¥ v, (p) tend vers un cycle limite.

* v, (p) est un cycle limite.

Si F' ne contient pas de points d’équilibre alors il existe un cycle limite du systéme (1.13).

Théoréme 1.8.2 (Critére de Bendizon)
Considérons le systéme
{ i = f(z,y),

y = g(z,y),

et soit F = (f,g)T € CL(E) ou E est une région simplement connexe dans R%. Si la divergence
du champ de vecteurs F (notée VF ) n’est pas identiquement nulle et ne change pas de signe
dans E, alors ce systéme n’a pas d’orbite fermée entierement contenue dans E.

Exemple 4 Considérons le systeme différentiel planaire suivant
i = 4xy + Ty® + 6z,
v = 222y — 2% + 23,
Soit F = (4xy + Ty® + 6x, 22%y° — 2y + 23)T.

Nous calculons la divergence du champ de vecteurs F', nous obtenons

div F = VF:%
= (4y+6)

0
(4zy + Ty + 62) + a—(2x2y3 — 2y + 2°)
Yy

+ (62%y% — 4y) = 6(x%y> + 1) > 0.

Ainsi, selon le Critére de Bendizon, ce systéme n’a pas de cycle limite dans R2.

1.9 Ensemble isochrone

L’ensemble isochrone est un ensemble formé uniquement par des solutions périodiques, qui
ont la méme période.

1.10 Bifurcation

Définition 1.10.1 On dit qu’un systéme d’équations différentielles

j3:f(flf(t)»/~4)> (1'14)

a une bifurcation pour la valeur i = pg, sl y a un changement dans la structure des trajectoires
lorsque le parametre pu passe la valeur pg. Autrement dit, il y a un changement dans le nombre
et/ou la stabilité des points d’équilibre du systeme a la valeur de bifurcation (voir [5]], p. 173).
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1.11 Bifurcation de Hopf

Théoréme 1.11.1 Considérons le systéme différentiel planaire

v o= gulz,y),
ot 1 est un paramétre. Supposons que (x,y) = (xo,yo) soit un point d’équilibre du systéme

(1.15) qui dépend de p.

Soit Mu) = a(p) +if(p) et Mu) = a(p) —iB(u) les valeurs propres du systeme linéarisé
dans le voisinage de (o, o).

Supposons en outre que pour une certaine valeur de p = g, les conditions suivantes soient

satisfaites :
(ill'o, yU)) )
p=po

1. auo) = 0, Bluo) = w # 0 o sgn(w) = sgn (%i

d
g dol
L P
3. a#0 ou
1 1
a = 1_6(fxzx + fmyy + Graxy + gyyy) + 16w (fa:y(fzm + fyy)
_g:cy(ga:a: + gyy) - fxxgzx + fyygyy)a
avec fp, = 88;—5; (o, %0), etc.
p=pio

Alors, une orbite périodique bifurque du point d’équilibre pour pu > g si ad < 0 ou pour
1< o st ad > 0.

Le point d’équilibre (xo, o) est stable pour > pq (resp. pour p < pg) et un point d’équilibre
instable pour ;1 <0 (resp. > 0) si d <0 (resp. d >0).

L’orbite périodique est stable (resp. instable) si le point d’équilibre est instable (resp. stable).

L’amplitude des orbites périodiques est égale a /| p — o | tandis que leur période est T =
27 /| w | lorsque p — po.

La bifurcation est dite supercritique si [’orbite périodique est stable et sous-critique si [’orbite
périodique est instable.

Exemple 5 Considérons ce systéme différentiel du premier ordre

T = px—y+
{ y = v+py+at (1.16)
(0,0) est un point d’équilibre du systéeme (1.16).

Les valeurs propres de la matrice jacobienne du systeme linéarisé calculées dans le voisinage
de (0,0) sont AM(u) = p+1, AMp) =p— 1.

Le systeme présente une bifurcation de Hopf pour puy = 0. Nous avons w = 1, d = 1 et

a=—-.

4
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Le point d’équilibre (0,0) est instable pour p > 0 (stable pour u < 0), donc la bifurcation est
supercritique et il existe une orbite périodique isolée stable (cycle limite) si > 0 pour chaque
w suffisamment petit (voir Fig. 1.12 pour p = 1073).

FIGURE 1.12: Portraits de phase du systéme (1.16).

1.12 Bifurcation zéro-Hopf

Définition 1.12.1 Le point d’équilibre d’un systéme différentiel donné, de dimension trois,
est appelé point d’équilibre zéro-Hopf si la matrice jacobienne posséde une valeur propre nulle
et une paire de valeurs propres purement imaginaires. Ce type de bifurcation est analysé en
profondeur par de nombreuz auteurs, voir par exemple Guckenheimer et Holmes dans [25]
et les références qui y sont citées.

Exemple 6 Considérons dans R3 le systeme différentiel swivant
T=1
i=z
Z=—cr+ay+bz
Le point d’équilibre de ce systéme est (0,0,0).
La matrice jacobienne associée a ce systéme au point (0,0,0) est donnée par
0
J=10

S O =
= O

—c
Le polynéome caractéristique de ce systéme est donné par
P(\) =det(Al — J) = A* —bA\> +a) +c

En imposant que le polynéme caractéristique soit p(\) = M(A\? +w?) avec w # 0, ¢’est-a-dire en
imposant que les valeurs propres au point d’équilibre (0,0,0) soient 0, wi et —wi avec w # 0,
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et par conséquent que le point d’équilibre (0,0,0) soit un équilibre zéro-Hopf, nous obtenons le
systéme

b=20
a = w?
c=10

Autrement dit, pour que le point d’équilibre (0,0,0) soit un équilibre zéro-Hopf, il faut que
b=c=0¢eta>0.



Chapitre

Systémes de Lotka-Volterra

2.1 Modéle prédateurs-proies de Lotka-Volterra

On cherche a modéliser I’évolution de deux espéces, une population de proies, comprenant
x(t) individus, et une population de prédateurs, comprenant y(¢) individus.

Les proies vivent dans un milieu riche en nourriture. Leur nombre x(t) s’accroit donc automati-
quement. L’accroissement est proportionnel au nombre d’individus. (Chaque couple d’individus
engendre un certain nombre de « petits » a intervalles de temps réguliers, par exemple chaque
année.) L’accroissement sera donc az(t) avec a > 0. Cependant les proies sont dévorées par les
prédateurs. La diminution du nombre de proies est proportionnelle au nombre de rencontres
entre une proie et un prédateur. La diminution est donc bx(t)y(t) avec b > 0. Finalement,
L’évolution du nombre de proies est donnée par ’équation & = az(t) — bz(t)y(t).

Les prédateurs sont incapables de se nourrir directemenrt dans le milieu. Leur nombre y(#)
diminue donc automatiquement. La diminution est proportionnelle au nombre d’individus. (Un
certain pourcentage de la population meurt de faim & intervalles de temps réguliers.) La di-
minution sera donc cy(t) avec ¢ > 0. Cependant les prédateurs se nourrissent de proies. L’ac-
croissement de leur population est proportionnel au nombre de rencontres entre un prédateur
et une proie. L’accroissement sera donc dz(t)y(t) avec d > 0. Finalement ’évolution du nombre
de prédateurs est donnée par I’équation ¢y = —cy(t) + dz(t)y(t).

Au total, le modéle prédateur-proies de Lotka-Volterra correspond au systéme différentiel sui-
vant
T =x(a— by),
y = y(—C + dx))

Volterra introduisit ce modéle en 1926 pour expliquer 1’évolution périodique de deux espéces
de poissons de la mer adriatique. Des équations de la méme forme avaient été introduites en
1922 par Lotka en cinétique chimique.

(2.1)

2.1.1 Nature des points d’équilibre

c a

Les points d’équilibre du systéme (2.1) sont (0,0) et ( 7

). La matrice jacobienne associée

au systéme (2.1) calculée en (0;0) est donnée par

proo= (g 2 ).

12
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les valeurs propres de cette matrice sont A\; = a > 0 et Ay = —¢ < 0. Donc (0,0) est un point
selle instable.

Nature du point d’équilibre <§, %)

c a , . R . "
Posons x = P +&y= b +n avec £ et n étant de petits parameétres strictement positifs.

On a
dv  w(a—by)  ar—bry

dy ~ y(—c+dzr) —cy+dzy’

d’ou
(—cy + dzy)de = (ax — bry)dy .

En divisant chaque coté de 1’égalité par zy, on obtient
c a
(-5 +d)de= (— —b) dy .
x y

alny+clne —by —de =C".

D’ou l'intégrale premiére

c a
Maintenant, en remplagant x = p +lety= 7 + 7 dans la solution, on obtient

aln <%+77>+cln (§+§>—b<%+n)—d<§+§>:(]. (2.2)

On sait par le développement de Taylor que

n(l+ ) i —x—x——i-...—i-;—i-...

n=1

pour |x| < 1.

D’ou

a a b
In (3 +77> = In <E (1 + an))
a b
_ “ Z 2.3
ln<b>+ln<1~|—an) (2.3)
a b bn?
= n(5) + g gr
et p
c c
In (8 +¢) = In (E <1+ E’S))
c d
_ c a 2.4
ln(d>+ln(1+cf) (2.4)
c d d’&?
= n(3) ot 5
Maintenant, en remplacant (2.3) et (2.4) dans (2.2), on obtient
bzn2 2&2
aln(b) + bn —%+cln<d> +d§—2—c—a—bn—c—df—0,
aprés simplification des calculs, nous trouvons
b2772 d2§2

50 T o0 —aln(b)—i—cln(d)—(a+c)—C:K.
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c a

c a
Les courbes qui entourent le point d’équilibre (3’ E) sont des ellipses. Donc (c_l’ 5) est un
centre.

Exemple 7 Etude du systéme
= x(2-y)

- L,
y=yl-—3+7)-

1 1
Les points d’équilibre de ce systéeme sont (0,0) et (Z’ 2>. (0,0) est une selle et (é_l’ 2) est un

centre. Les orbites sont illustrées par les deux portraits de phase ci-joints.

1
FIGURE 2.2: <é_l’ 2> est un centre.
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2.2 Espéces en compétition

Supposons qu’il existe deux espéces en compétition I'une avec I'autre dans un environnement
ou l'approvisionnement alimentaire commun est limité. Par exemple, les lions de mer et les
manchots, les écureuils rouges et gris, ainsi que les fourmis et les termites sont toutes des
espéces qui entrent dans cette catégorie. Il y a deux types de résultats particuliers qui sont
souvent observés dans le monde réel. Dans le premier cas, il y a coexistence, ot les deux espéces
vivent en harmonie. (Dans la nature, c’est le résultat le plus probable ; sinon, I'une des espéces
serait éteinte.) Dans le deuxiéme cas, il y a exclusion mutuelle, ot I'une des espéces s’éteint.
(Par exemple, les écureuils gris américains importés au Royaume-Uni causent Iextinction des
plus petits écureuils rouges indigénes.)

La coexistence et 1’exclusion mutuelle peuvent étre observées en tracant des courbes de
solution sur un diagramme de phase. Considérons le modéle général suivant pour deux espéces
concurrentes.

&= x(8—dr—y),
y= ylb—cx—dy).
ou 3, 9,7, a, b et ¢ sont toutes des constantes positives, avec x(t) et y(t) toutes deux strictement

positives représentant les populations des deux espéces mesurées en dizaines ou centaines de
milliers.

(2.5)

Il y a quatre points d’équilibre
16 vb — Bd [ec— &b
O <O70>7 (076)762 <(57O 7etR 70_5d7ryc_5d

Supposons que C = vyc — dd, Cy = vb — Bd, et C3 = fc — 6b. Pour que le point d’équilibre
se trouve dans le premier quadrant, I’'une des conditions suivantes doit étre remplie

(i) C4, Cy et C3 sont tous négatifs, ou
(ii) Cy, Cy et C5 sont tous positifs.
La matrice jacobienne associée au systéme (2.5) est donnée par

g B —20x —yy -
N —cy b—2dy —cx)’

J0:<§ 2)

Pour le point d’équilibre O,

Pour le point d’équilibre P,

b
B-L1 0

Jp bcd
—— b

d
Pour le point d’équilibre @,

g
5 -1
o= 0 b
Il

Enfin, pour le point d’équilibre R,

J _L 502 ")/02
R_C'1 cC3 dC3 )"
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Considérons d’abord le cas (i). Les points d’équilibre sont tous simples, et il n’est pas difficile
de montrer que O est un nceud instable, P et () sont des cols, et pour certaines valeurs des
parameétres, R est un point d’équilibre stable. Un portrait de phase est tracé dans la Figure
2.3(a), ou huit des innombrables courbes solutions sont tracées. Chaque trajectoire est tracée
numériquement pour des pas de temps positifs et négatifs; de cette maniére, les points d’équi-
libre sont facilement identifiés dans le plan de phase. Pour les valeurs des paramétres choisies
ici, les deux espéces coexistent et les populations se stabilisent a des valeurs constantes apreés
de longues périodes. Les fleches dans la Figure 2.3(a) montrent le champ vectoriel et définissent

d
la direction des trajectoires pour le systéme (2.5). La pente de chaque fléche est donnée par il

au point, et la direction des fleches est déterminée a partir de z et 3. Il y a un nceud stable situxé
entiérement dans le premier quadrant & R, et les populations non nulles () et y(t) tendent vers
ce point d’équilibre avec le temps qui augmente, quel que soit le choix des populations initiales.
Le domaine de stabilité pour le point d’équilibre R est donc Sg = {(z,y) € R*: 2 > 0,y > 0}.
Considérons maintenant le cas (ii). Les points d’équilibre sont tous simples, et il n’est pas dif-
ficile de montrer que O est un neceud instable, P et () sont des nceuds stables ou impropres, et
R est un col. Un portrait de phase est montré dans la Figure 2.3(b), ot neuf des innombrables
courbes solutions sont tracées. Encore une fois, les trajectoires sont tracées pour des itérations
de temps positifs et négatifs. Dans ce cas, I'une des espéces s’éteint.

FIGURE 2.3: (a) (b)

(a) Un portrait de phase possible montrant la coexistence et (b) un portrait de phase possible
illustrant I’exclusion mutuelle. Notez que les axes sont invariants dans les deux cas.

Si on considére que z et y sont quelconques (pas forcément positifs), on aura le portrait de
phase suivant
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FIGURE24: x e Rety e R

Le systéme associé a la figure 2.3(a) est le suivant
t= x(4—-3r—1y),
y= yl4—z-3y)

Les quatre points d’équilibre de ce systéme sont

4 4
O:(0,0),P:<O,§>,Q:(§,O> etR:(l,l)
Ce systéme vérifie la condition (i) car C; = Cy = C3 = —8.

Le systéme associé a la figure 2.3(b) est le suivant

t= z(2—z-2y),
y= y(3—3x—1.5y).

Les quatre points d’équilibre de ce systéme sont

0=(0,0), P=(0,2), Q= (2,0) et R — (gg)

Ce systéme vérifie la condition (ii) car C; =4, Cy =2 et C5 = 3.

Dans la Figure 2.3(b), le point d’équilibre situé entiérement dans le premier quadrant est un
point selle ou col, qui est instable. Le comportement a long terme du systéme est divisé le long
de la diagonale dans le premier quadrant. Les trajectoires commencant a droite de la diagonale
tendront vers le point d’équilibre @ = (2,0), ce qui implique que 'espéce y s’éteindra. Les
trajectoires commengant & gauche de la diagonale tendront vers le point d’équilibre P = (0, 2),
ce qui signifie que l'espéce x s’éteindra. Numériquement, les trajectoires situées sur la variété
stable du point selle dans le premier quadrant tendront vers le point d’équilibre R. Cependant,
dans le monde réel, les populations ne peuvent pas rester exactement sur la variété stable, et
les trajectoires seront déviées de ce point d’équilibre, entrainant I'extinction d’une des espéces.
Le domaine de stabilité pour le point d’équilibre P = (0,2) est donné par Sp = {(x,y) € R?:
x>0,y >0,y > x}. Le domaine de stabilité pour le point d’équilibre Q = (2,0) est donné par
So={(z,y) eR*: 2 >0,y >0,y < x}.
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Plus généralement, on étudie les systémes de Lotka-Volterra de n espéces

n
JJZZZL‘Z<T‘Z+E CLij.’,Cj), @zl,,n
J=1

ou z; désigne la densité de la i-éme espéce, r; est son taux de croissance intrinséque (ou de
décroissance), et la matrice A = (a;;) est appelée matrice d’interaction.

Par exemple, le systéme de Lotka-Volterra de 3 espéces est donné par

= x (7“1 — a11T + ay — algz) R
y=y (7“2 — A1 — A22Y — a232) )
2= z(rs+ a3xr — azxy — azsz).

Voici des photographies de Lotka et Volterra

Alfred James Lotka (1880 - 1949) Vito Volterra (1860 - 1940)



Chapitre

Bifurcation du cycle limite a partir d'un
équilibre zéro-Hopf pour une classe de systémes
de Kolmogorov tridimensionnels

3.1 Introduction et énoncés des principaux résultats

Comme d’habitude, un cycle limite d’un systéme différentiel est une orbite périodique isolée
dans ’ensemble de toutes les orbites périodiques du systéme. Un point d’équilibre zéro-Hopf p
d’'un systéme différentiel autonome tridimensionnel dans R? est un équilibre tel que les valeurs
propres de la partie linéaire du systéme en p sont 0 et +w; avec w # 0. Pour un point d’équilibre
p d’'un systéme différentiel autonome tridimensionnel dans R3, tel que les valeurs propres de la
partie linéaire du systéme en p sont p et +w; avec pw # 0, il existe une théorie générale (voir
par exemple les pages 175-180 de [32]) pour étudier les cycles limites qui peuvent bifurquer
a partir de p en changeant légérement les parameétres du systéme. Une telle théorie générale
n’existe pas pour un équilibre zéro-Hopf. Mais la théorie de 'averaging fournit un algorithme
pour résoudre ce probléme, voir par exemple [23, 35]. Les systémes de Kolmogorov [30] dans
R3 sont de la forme

& =aP(z,y,2),
v =yQ(z,y,2), (3.1)
Z=2zR(z,y,z2),

ou P, @) et R sont des polyndémes de degré supérieur a un. En fait, les systémes de Kolmogorov
sont une généralisation des systémes de Lotka-Volterra |41, 55] qui sont les systémes ci-dessus
lorsque le degré des polynémes P, Q) et R est égal & un. Les systémes de Kolmogorov ont été
étudiés intensivement car ils peuvent modéliser la dynamique de nombreux phénomeénes na-
turels, voir par exemple [12, 15, 21, 27, 28, 29, 43, 44]. Dans 'article [18], nous avons étudié
les orbites périodiques bifurquant & partir d'un équilibre de Hopf de systémes de Kolmogorov
polynomiaux bidimensionnels de degré arbitraire. Dans cet article, nous étudions d’abord les
points d’équilibre zéro-Hopf des systémes de Kolmogorov dans R? de degré trois, et nous obte-
nons qu’il existe exactement huit familles de tels systémes de Kolmogorov ayant des équilibres
zéro-Hopf. Aprés avoir utilisé la théorie de moyennisation du premier ordre, nous prouvons qu’a
partir de tels points d’équilibre, en déplagant les parameétres du systéme, une ou deux orbites
périodiques bifurquent. Enfin, nous fournissons également pour chacune de ces huit familles
un exemple de cette bifurcation zéro-Hopf, nous tragons leurs cycles limites bifurqués, et nous
étudions leur stabilité. Ce genre de résultats pour les systémes de Lotka-Volterra dans R?® ont
été étudiés dans [38].

19
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Pour d’autres systémes différentiels, la bifurcation zéro-Hopf a été étudiée par de nombreux
auteurs, par exemple dans [22, 24, 25, 26, 32, 36, 46, 50]. Dans certains cas, 'existence d’une
bifurcation zéro-Hopf peut impliquer une naissance locale du "chaos", voir par exemple les
articles (cf. [2, 3, 13, 16, 50]).

Pour leurs applications, la dynamique des systémes de Kolmogorov est principalement étu-
diée dans le premier octant positif. Soit (a, b, ¢) un point d’équilibre d’un systéme de Kolmogo-
rov (3.1) avec toutes ses coordonnées positives. En effectuant la mise a I’échelle des variables
(z,y,2) = (x/a,y/b, z/c), nous pouvons supposer sans perte de généralité que ce point d’équi-
libre est le point (1,1,1). Ensuite, les systémes de Kolmogorov généraux dans R?® de degré 3
ayant le point d’équilibre (1,1,1) sont donnés par

t=z(m(x—1)+by—1)+c(z—1)+di(z—1)2+e(x—1)(y—1)+ fi(z — 1)(z — 1)+
gy = 1)? + Iy — D(z = 1) + ka(2 — 1)),
)

)
(
g=ylaz(z =)+ bo(y — 1) +e2(z = 1) + do(z = 1)* + e2(z = D(y — 1) + folz = 1)(z = )+
g2y = 1)* + ha(y — 1)(z = 1) + ka(2 — 1)?),
1)+
(2

z=z(ag(x — 1)+ bs(y — c3(z—1)+ds(z — 1) +ez(x—1)(y—1)+ f3(z —1)(z — 1)+
93(y — 1)? + hs(y — 1)(2 — 1) + k(2 — 1)?).
(3.2)
Notez que le systéme différentiel (3.2) dépend de 27 paramétres.

Dans la proposition suivante, nous caractérisons quand le point d’équilibre (1,1,1) des
systémes de Kolmogorov (3.1) est un équilibre zéro-Hopf.

Proposition 1 I existe huit familles a m paramétres de systémes de Kolmogorov (3.2) pour
lesquelles le point d’équilibre (1,1,1) est un équilibre zéro-Hopf. A savoir

(1) ag =by =by =c1 =c3 =0, bycag <0, pour cette famille m = 22 ;

(ii) a1 = —by,c1 = ¢y = c3 = 0, aghy + b3 < 0, pour cette famille m = 23 ;

(iii) a1 = by = c; = 0, c3 = —by, bzcy + b3 < 0, pour cette famille m = 23 ;

(iv) ay = —c3,bp = by = b3 =0, azc; + 3 < 0, pour cette famille m = 23 ;
(v) a1 = —c3, ag = _es , b1 =by =0, agcy + bycy + 3 < 0, pour cette famille m = 23 ;
C1
b b
(vi) a1 = —by—c3, by = 1—03, Cy = 2—01, asby + azey + b3+ 2bacs + 3 < 0, pour cette famille
&1 1
m=24;
y bo(by + b 1
(vii) a1 = —by—c3, ag = —Q(Qb—c?’), Co = 12)_01’ b—(&3b101+b2b301+blc§) < 0, pour cette
1 1 1

famille m = 24 ;
a2(blcg — bgcl) + (bg + Cg)(bgCg - b302) A

bica — bacy ’ bica — bacy

(viii) a; = —by — c3, a3 = > 0, pour
cette famille m = 25,

ot A = —(—bgcl + blb%CQ + b2<—2b3C102 + b1C203) + CQ(blbgcQ — 630163 + blcg) -+ ag(b%CQ -
bgC% + b101(03 — bg)))

La Proposition 1 est prouvée dans la section 3.3.
Nous définissons les huit ensembles de conditions suivants
1) a; =ane, by = buie, by = bore, ¢1 = 118, €3 = c318, bz < 0
ii) a; = —(bag + b21€), by = byy + bo1e, €1 = C11€, Cy = 1€, €3 = 316, agsby + b3 < 0;
iii) ay = ane, by = by + bare, ¢ = cp1e, by = byie, cg = —(bog + by1€), bz + b3 < 0;

2 .
1V> a; = —(030 -+ 0316), b1 = b11€, b2 = b216, b3 = b31€, C3 = C3p -+ C31€, A3C1 =+ C3 < 0,
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C2C30 C2C31

(v) a1 = —(c30 + 1), by = buie, by = baie, c3 = c30 + ca1€, ag = — P €, agcy +
1 1
bsco + 3 < 0;
. bicsy  bics baoci  baicy
(vi) a1 = —boo— 30— (ba1 +c31)e, by = by +boye, by = —E,C = —¢€, C3 =
C1 C1 by by

C3p + C31€, asb; + ascy + b% -+ 2b2€3 + Cg < 0,

—bao(bag + c30)  bag(bar + c31)
— €
by by

1
b (agblCl + babscy + blC?))) < O;

(vil) a1 = —bao — c30 — (bar + c31)e, by = bog + bare, as =

_b21(b20 + 030)6 o — baoc1 | by

0 = €, C3 = C30 + C31€,

by ’ b b by
1
i) = by — c30 — cme, €3 = , ————— >0, a3 = (a2(breso -
(Vlll) aq 2 C30 C31&, C3 C30 + C31€ blcg — b261 as b102 — b201 ag( 1C30
b b b b —b
bacr) + (ba + c50) (bacso — 6362)) n azbicsr + (by + ¢30)bacsr + c31(bacso 302)5.
b1C2 — b2C1

Théoréme 3.1.1 Supposons que la famille de systémes de Kolmogorov (3.2) de la Proposition
1 soit perturbée par la condition (1), pourr € {i, i, i3, v, v, vi, vii, viii }. Alors, poure # 0 suffi-
samment petit, le systéme perturbé (3.2) a une ou deuz orbites périodiques (x(t,<),y(t, ), z(t,€))
bifurquant de I’équilibre zéro-Hopf (1,1,1) lorsque € = 0.

La structure du reste de cet article est la suivante. Dans la section 3.2, nous présentons les
résultats de base de la théorie de ’averaging dont nous avons besoin pour prouver le Théoréme
3.1.1, et dans la section 3.3, nous prouvons la Proposition 1 et le Théoréme 3.1.1.

3.2 Théorie de moyennisation pour les orbites périodiques

La théorie de moyennisation est un outil classique et mir pour étudier la dynamique des
systémes dynamiques non linéaires et lisses, et en particulier pour étudier leurs orbites pé-
riodiques. La théorie de moyennisation a une longue histoire qui commence avec les travaux
classiques de Lagrange et Laplace qui ont fourni une justification intuitive de cette théorie. La
premiére formalisation de cette théorie est due a Fatou [19] en 1928. Des contributions pratiques
et théoriques importantes & cette théorie ont été apportées par Krylov et Bogoliubov |7] dans
les années 1930 et par Bogoliubov [6] en 1945. La théorie de moyennisation de premier ordre
pour ’étude des orbites périodiques peut étre trouvée dans [54], voir aussi [25].

Nous présentons maintenant les résultats de base de La théorie de moyennisation de premier
ordre dont nous aurons besoin pour prouver les résultats de cet article. Le théoréme suivant
fournit également une approximation de premier ordre pour les orbites périodiques d’un systéme
différentiel périodique et des informations sur leur type de stabilité; pour une preuve, voir par
exemple les théorémes 11.5 et 11.6 de Verhulst [54].

Considérons le systéeme différentiel
x = eF(t,x) + G (t,x,¢), x(0) = xo, (3.3)
avec X € D, ou D est un sous-ensemble ouvert de R, ¢ > 0. De plus, nous supposons que

F(t,x) et G(t,x,¢) sont T-périodiques en t. Nous considérons également dans D ’équation
différentielle moyennée

y=¢f(y), y(0)=xo, (3.4)

=7 [ Py 35
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Théoréme 3.2.1 Considérons les deuz problemes de valeurs initiales (3.3) et (3.4). Supposons
que
(i) F, son Jacobien OF 0z, son Hessien 0°F/0x?, G et son Jacobien OG /dx sont définis,
continus et bornés par une constante indépendante de € dans [0,00) x D et e € (0,¢&o).
(i1) F et G sont T-périodiques en t (T indépendant de €).
Alors les énoncés suivants sont valables.
(a) Sip est un point d’équilibre de I’équation moyennée (3.4) et

det (g>
dy
alors il existe un cycle limite x(t,€) de période T de ’équation (3.3) tel que x(0,e) — p
lorsque € — 0.

(b) La stabilité ou 'instabilité du cycle limite x(t, ) est donnée par la stabilité ou ['instabilité
du point d’équilibre p du systéme moyenné (3.4). Si p est un zéro simple du systéme
moyenné (3.4), les valeurs propres de la matrice Jacobienne évaluées en p fournissent la
stabilité linéaire, c’est-a-dire que si une valeur propre a une partie réelle positive, alors

le cycle limite associé au zéro p est instable ; si toutes les valeurs propres ont une partie
réelle négative, alors le cycle limite est stable.

£ 0, (3.6)

y=p

3.3 Preuve de la proposition 1 et du théoréme 3.1.1.

Preuve 1 (Preuve de la Proposition 1) Le polynome caractéristique de la partie linéaire
du systeme de Kolmogorov (3.2) au point d’équilibre (1,1,1) est

p()\) = —)\3 + (CLl -+ bQ + C3)>\2 -+ (CLle — a162 + asCy -+ bgCQ — aiC3 — b203)>\

+a16203 — a1b3C2 + &2[)301 — a2b103 + @3[)102 — angCl.

En imposant que le polynéme caractéristique soit p(\) = —A(A?+w?) avec w # 0, c’est-a-dire en
imposant que les valeurs propres au point d’équilibre (1,1,1) soient 0, wi et —wi avec w # 0, et
par conséquent que le point d’équilibre (1,1, 1) soit un équilibre de type zéro-Hopf, nous obtenons
le systéme

a + bg +c3 = O,
asby — arby + ascy + bzco — ajcs — bacy = —w”,

a1b203 — CL1b3C2 + a2b301 - a2b1C3 + agblcg - CL3b2C1 = 0.

Des calculs fastidieur montrent que les solutions du systéme précédent sont les huit familles
d’équilibres zéro-Hopf décrites dans [’énoncé de la Proposition 1. Ces calculs ont également
été vérifies en wutilisant les logiciels de manipulation algébrique Maple et Mathematica. Cela
complete la preuve.

Pour r € {i,11,iii,iv, v, vi, vii, viii}, nous allons prouver qu'une ou deux orbites périodiques
bifurquent du point d’équilibre zéro-Hopf (1,1, 1) de la famille (r) des systémes de Kolmogorov
(3.2) de la Proposition 1, satisfaisant la condition (r), lorsque les paramétres de cette famille
sont perturbés. Nous fournirons tous les détails de la preuve pour (r)=(i), les preuves pour les
autres familles sont analogues et nous indiquons seulement les étapes principales de ces preuves.

Preuve 2 (Preuve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (i)) Nous considérons le systéme
de Kolmogorov
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(3.2) perturbé avec les paramétres donnés dans la condition (i). Aprés avoir translaté le point
d’équilibre (1,1,1) du systéme perturbé a ’origine des coordonnées en effectuant le changement
de variables v = X + 1,y =Y + 1,2 = Z 4+ 1. Alors, ce systéme de Kolmogorov perturbé dans
les nouvelles variables (X,Y, Z) devient

X =(X+1) (X% +XYe, + XZf, +eXay, + Y29 +Y Zhy + eYbyy + 2%k, + e Zcyy),

Y = (Y + 1) (X2d2 -+ XY@Q -+ XZfQ + Y2g2 + YZh2 + Y€b21 + Z2k2 -+ XCL2 -+ ZCQ) s

Z = (Z + 1) (X2d3 + XY€3 + XZf3 + Y2g3 + YZhg + Z2k'3 + 25031 + X(Zg + ng) .
(3.7)
Afin de faciliter l’application de La théorie de moyennisation, décrite dans la section 3.2, pour
étudier la bifurcation de zéro-Hopf du systéme (3.7) a l'origine des coordonnées, nous écrivons

la partie linéaire du systéeme (3.7) avec e = 0 au point d’équilibre (0,0,0) dans sa forme normale

de Jordan réelle
0 —V —bgcg 0

v —bscs 0 0 |, tel que bscy < 0.
0 0 0

Pour cela, nous effectuons le changement de variables suivant

as ] b3 0
u \ —bng Co X
(% = % 0 1 Y )
w Co Z
1 0 0
avec inverse
0 0 1
X b Co 0 as u
Yol=17 8 by v (3.8)
0 1 -2 )\
Co
Dans les variables (u,v,w), le systéme différentiel (3.7) s’écrit
1
1= —————(((u*b3gy — vb3)c3 + ((—w?dy + (—vfa — €2)w — kov? — vhy)b3 — ((e1 — 2eq

V—eabzcsbs
Yw? + ((hy — 2ha)v + €1 — 2g2)w + hyv)azbs + aZw((2g1 — 3g2)w + 291))c3 + as((2vks+
wfy + ho)bs + ((hy — 2ha)w + hy)asz)wbscy — kow?a2b2)ur/—cobs + bs(—vb2 + ((u?eq + v
az)w + u?(vhy + g2))bs + az((g1 — 3g2)w + g1)u?)c3 + ((—v?ky — vw fo — wida)b3 + (—as
(di — do)w® + az((—f1 + fa)v + ea — di)w? + (—v((ky — k2)v + f1 — ha)az — u*hoag)w—
k1v?ag)b; + azw((er — ex)w? + (b1 — ho)v + €1 — g2)w + hyv)bs — ajw?((g1 — ga)w + g1))

C% + CLQ((QU]{IQ + wfg)b§ + a,g((fl — fg)’LUQ + ((2]{?1 — 2]{’2)1) + f1 — hg)w + 2]@11))[)3 — a%w((
£
hl — hg)w + hl))wbgcg — (k2b3 + ((k?l — ]{Ig)w + kl)ag)a%w%g) + —§(C%(—
c3b3(—cabs)>
vV —CzbgCgu(((bll — 2521)11} + b11)a3 + bglbg) + u2b3b210§ — ag(((b21 — b11)’w — bll)’w{lg — (—

w2a11 —+ (—UCH — ail + bgl)w — Cllv)bg)CQ + wagagbgcn(w + 1))b§),

) 1
0= —W(—((U + 1)(02 + (vhs + wes)bs — 2gswaz)c3 + as(—wb3 + ((e1 — e3)w? + ((hy — 2h3
203

)’U +e1 — hg)w + h1U>b3 — 2a3w((g1 — gg)w + gl))CQ — a%wbg((hl — h3)w + hl))CQU
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V=cabs + uPgsbs(v + 1) + (= (v + 1) (0*ks + vw fs + w?ds)b3 + (esaz(v + w? + (u?(g1
—g3)as + havas(v + 1))w + ugyas)bz — gsw?ai(v + 1))c3 + (((—dy + d3)w? + ((— f1+
2f3)v + f3 — di)w? — v((ky — 3k3)v + f1 — 2k3)w — kyv?)b2 + azw((e; — e3)w? + ((hi—
2h3)v + e — ha)w + hyv)by — aZw?((g1 — g3)w + g1))ascs + a3wbs(((fi — f3)w?* + ((2k,

—3k3)U + f1 - kg)w + 2k1v)bg — agw((hl — h3)w + hl))CQ — az((kl k’g)w + kl)w2b§)—

19
a5 (—cabs(uascabyr (w 4 1)/ —cabs — ((c11 — ez1)w + c11)wbsza3 + co((w?as + ((—2v — 1
273

Jest + env + an)w + c1v)bs — wasby (w + 1))ag + vbsciesi (v + 1)),

W = le ((w + 1)(—ca(((vh1 + wer)bs — 2q1wag)e; — hiwasbs)v/=cabgu + u?bscgy + ((—v”
k1 —vwfi — w?dy)bi + waz(vhy + wep )by — grw?a3)ci + asw((2vk; + wf1)bs — hywaz)bs
co — wa2b2ky)) — ;bg (—(w + 1)eabs(v/—cabgubiics + ((verr + wan )by — wazbu)ca — as

wbgcn)).
(3.9)

En effectuant la mise a ’échelle des variables (u,v,w) = (eU,eV,eW), le systeme (3.9) dans
les nouvelles variables (U, V, W) s’écrit

bscaV €

\/—5302 V—bscab3cs
kia3as)b3 + (as(ey — ga)ca — hiasaz)azcabs — grasc2)W?2 + (=U((—aghsy + cae2)b2 + ((e1
—2g9)co — hyag)agbs — 2a3cagr)car/—cobs + (2V agcoky — Vi fo)b3 + (Vaszcs + az((—fi
+ha)V — ayy + ba1) 3 + aza3(2Vky + c11)c2)b3 + (Vhy + by )c3adbs )W — U((Véi + (Vg
+b91)c2)b32 + (V hy + biy)eaasbs)cay/—cabs — V2kacdbs + (U2 gacs + az(—V?ky — Veyy)es)
b2 + U?gicsashs),

V= Uy—cibs— ébg((((—aggg + asbyes — b2ds)E + (3 — di)b3 + (e1 — ha)asbs — gra2)asc2

+a3bs((f1 — k3)bs — hiaz)co — asbaky)W? — (ca((—2aszgs + bzes)cs + (—b3 + (ex — h3)bs
—2g1a3)ascy — h1adbs)Uv/—cabs — (Vagbshs — Vb2 f3)cs — (((—f1 + 2k3)V — aiq + ¢31)
b2 + (Vhy + bi1)asbs)agcs — a2b(2Vky + c11)e2)W) + (—ea (VD3 + Vbghs)ci + (Vi +

b11)bsagce)Urn/—cabs + U?bscygs + ((—V2ks — Viesy)b2 + UPaggibs)cs + (—=V2ky — Veyy)
biasc3)),

. g
W = __02b2 (((—a%k:l + a202f1 — ngl)bg — agcg(aghl — Cgel)bg — cgglag)W2 + (((aghl — 0261)
2Y3

bg + 2@30291)(]\/ —Cng -+ bg(((—Vfl — CLH)CQ -+ CLQ(QVkl —+ 011))b3 + (Vhl —+ bll)CQCLg))CQ
W+ c3b3(—U(Vhy + b11)Veabs + (—V?ky — Verr )b 4+ U?cag1)).

U:

5 (((—a3ks + ascafo — c3da)b3 4 (as(ez — di)c3 + azas(fi — ha)ca—

(3.10)

Maintenant, nous passons du systéme différentiel (3.10) aux coordonnées cylindriques (r,6, W)
définies par U = rcosf et V =rsinf, et nous obtenons
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;=

e .
W(((-bgCQT((gg — bg)C% + ((—hQ -+ ]fg)bg + gias — h1a3)62 + klagbg) Sln(&) + ((
—2V3V302

(€2 — f3)W + bay — c31)b% + ((e1 — 292 + hg)W + byy)agbs — 2W gia3)ca — asb3((f1 + ho
—2k3)W + ci1)ea + 203Wasks )cor cos?(0) + ((W32ds + 12k3)b5 — W2esasbs + W2gsa3)c3
—as(((f3 — dy)W? + (—agg + c31)W — r2k)b2 + W ((er — ha)W + byy)azbs — W2gia3)ca
—Wa3bs(((f1 — k3)W + c11)bs — Whyag)ca + W?kya3b3) sin(0) + (W f3 + c31)bs — W
hzasz)ca + (((fi — 2ks)W + c11)bs — Whyasz)asca — 2W kia3bs)bscar)y/—bsca — ¢ cos(6)(
(=02 + (g2 — h3)bs + graz)ca — bs(ashy — asky — bzks))bscar? cos?(0) + bzcaor(((e3 + as)
bs — 2g3a3)Wes + (=W (fa + az)b3 + (((e1 — hs)az — as(fir — ha))W + biiag — c11a3)bs
+(—2aza3g1 + a3h1)W)cg — Wagbz(aghy — 2azky — 2bsks)) sin(6) + 7203 (hs + bs)cs + ((
—W?2dy — r%ko)b3 + (az(ez — dy)W? — ag(ary — ba )W + r?(aghy — azky))b2 + Wa3((es
—g2)W + bi1)bs — W2gra3)cs + (W fab3 + ((f1 — ha)W + c11)asbs — Whya3)Wazbsco—
W?2a3b3(asky + bsks))),
bsc €
a \/—36202 * v/ —bscacibir
agbs)cir? cos? 0 — ((((ea — f3)W + bay — ¢31)b3 + ((e1 — 292 + ha)W + byy)aszbs — 2W gy
a3)cd — asb3((f1 + ha — 2ks)W + c11)ca + 203Wadky )cor sin @ — c3b3r? + (W32dg — r?(hs
—k3))b3 — az(W?2ez + r°h1)bs + W2gzaz)cs — aa(((f3 — di)W? + (—aw + ca))W — 17%ky)
b2+ W((er — h3)W + byy1)asbs — W2gra2)cs — Wadbs(((f1 — k3s)W + c11)bs — Whyas)es
+W2k1a3b3)v/—bsca + (—(—ca((—b3 + (g2 — h3)bs + graz)ca — bs(ashy — asky — bsks))r
sinf + ((e3 + az)bz — 2g3az)Wea + (=W (f2 + a2)b2 + (= f1 + h2)az + (1 — h3)ag)W
+bi1ag — c11a3)bs + (—2aga3g; + a3hy)W)ce — Wagbz(aghy — 2azky — 2bsks))bscar
cos? 0 + (((—W?2dy — r?ko)b3 + az((ea — dy)W? + (—ayy + bay )W — 12k )03 + Wai((e;—
G2)W + b11)bs — W2gra3)c3 + (W fo2b3 + ((f1 — ha)W + c11)azbs — Whyad)Wagbsca—
W?2a3b3(agky + bsks)) sin @ — byca(—Wascibs + (W fobs + ((f1 — ha)W + c11)azbs — Why
az)co — 2Wasbs(asky + bzks))r)ca),

(cos0(—bs((g3 — bS)C% + ((—ha + k3)bs + gras — hias)ca + k1

£
W(((a%kl — a202f1 + C%dl)b% + 0,3C2(0,2h1 — 0261)b3 + a%cggl)l/lﬂ — CQ(T((aghl — b3f1>
2Y3
(&) + 2]431(12()3)63 sinﬁ + 7“((2@391 — bg€1>02 + hlagbg)\/ —b302 COS@ + (agbgbn — CLllb%)CQ"’_
asbici) )W + rbgces(—r(bsky + c2g1) cos® 0 + cos O(r sin Ohy + by )v/—bsca + bs(rky + 11

sinf))).
(3.11)

Nous changeons la variable indépendante de t a 6, et en notant la dérivée par rapport a 6 par
un point, le systeme différentiel (3.11) devient

P =

e .
__b304 (((—53027“((93 — bg)C% + ((—hg + k’g)bg + giag — h1a3)02 + k’lagby,) sm(@) + (((62—
3%2

fg)W -+ b21 — Cgl)bg + ((61 — 292 —+ hg)W + bn)&gbg — 2nga§)c§ — agbg((fl + hg — 2k3)
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W + c11)en + 202Wadky ) cor cos?(0) + ((W2ds + r2k3)b3 — Wiesazbs + W2gsa2)cs — as(
((fs = d))W?2 + (—ay1 + c30)W — 1r2k)b2 + W ((e1 — h3)W + byy)azbs — W2gia2)ci — W
azbs(((f1 — k)W + c11)bs — Whyaz)es + W2kia3b3) sin(0) + (((W f3 + c31)bs — Whaas)
2+ (((f1 — 2k3)W + c11)bs — Whyas)ages — 2W kya3bs)bscor)/—bsca — co cos(0)(((—b3
+(g2 — h3)bs + graz)ca — b3(ashy — aszky — bzks))bscar? cos?(0) + bzcar(((e3 + az)bs—
2g3a3)We3 + (=W (f2 + a2)b3 + (((er — hs)az — as(fi — ha))W + biiaz — cras)bs + (—
2a0a391 + azhi)W)cy — Wagbs(aghy — 2azk; — 2b3ks)) sin(6) + r203(hg + bs)cs + ((—W?
do — 1%ko)b3 + (az(ez — dy)W? — ag(ary — ba )W + 1r?(aghy — azky))b3 + Wai((e; — g2)
W + b11)bs — W2gra3)c3 + (W fob3 + ((fi — ha)W + c11)azbs — Whya3)Wagbscy — W2
azbi(asky + bsks))) = Fi(0,7, W),

. €
W= —W(((agk‘l —axcy f1 + ngl)b?’, + asca(azhy — coe1)bs + agcggl)WQ — ca(r((ashy — b3 f1)
2Y3
Co —|— leagbg)bg sinQ —|— T((2a391 — b361)02 + h1a2b3)\/ —b302 COSG + (a3b3b11 — anbg)cﬁ—

asbici) )W + rbgci(—r(bsky + c2g1) cos® 6 + cos O(r sin Ohy + byy)v/—bsca + bs(rky + 11

sinf))) = F»(0,7,W). (3.12)

Le systéme différentiel (3.12) est écrit dans la forme normale (3.3), prét a étre appliqué a La
théorie de moyennisation de la section 3.2, oux = (r,W), t =0, T = 2,

r _ _ F1<97T7 W) _ fl(rv W)
( T ) =F0,r,W)= ( RO w) ) et f(r,W)= hrw) ) (3.13)
Il est immédiat de vérifier que le systéeme (3.12) satisfait toutes les hypothéses du Théoréme
3.2.1. Maintenant, nous calculons les intégrales (3.5), c’est-a-dire

1 m TV —Cgbg

fl(T, W) = % ; F1<0,T, W)d@ = QC%bg (T1W + N1>,
1 [ V—c2b
f2<7’, W) = — FQ(&,T, W)d9: —%<D1W2+R17’2+01W).

Le systeme f1(r,W) = fo(r,W) =0 a une unique solution (r*, W*) avec r* > 0, a savoir

(T*> W*) =

1 ClNlTl - D1N12 Nl
T Ry o)

si Ty > 0, Ri(CyN\Ty — DiN?) > 0, et le Jacobien (3.6) en (r*,W*) prend la valeur J =
Nl(NlDl — ClTl)/<2CgbgT1) 7é 0 ou

Ny = —(((ba1 + c31)ca + ageir)bs + asbiicy)cabs,

C, = —202((G3b11 - ans)@ + a253011)b3,

Ty = ((—ea— f3)ca + as(hg + 2ks — f1)co + 2a3k1)b2 + (292 + hs — e1)ca + 2a2hy ) crazbs+
2c3a3 gy,

Dy = (2a3ky — 2a¢2 f1 + 2¢3d1 )03 + 2asca(azhy — cae1)bs + 2c¢3a301
Ry = bsc%(b:skl - 0291>~
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Alors, le Théoreme 3.2.1 garantit pour € > 0 suffisamment petit [’existence d’une solution
périodique (r(0,¢),W(0,¢)) du systéme (3.12) telle que (r(0,e), W(0,¢)) — (r*,W*) lorsque
e —0.

Ainsi, poure > 0 suffisamment petit, le systéme (3.11) a la solution périodique (r(t,€),0(t, ),
W(t,e)) avec 0(t,e) = /—bsca, t+0O(¢), telle que (r(0,¢),0(0,¢), W(0,e)) — (r*,0,W*) lorsque
e—0.

Par conséquent, le systéme (3.10) a la solution périodique
(U(t,e), V(t,e), W(t,e)) = (r*cos(v/—bsca t) + O(e),r* sin(y/—bsca t) + O(g), W* + O(e)),
pour € > 0 suffisamment petit. Par conséquent, le systeme (3.9) pour e > 0 suffisamment petit
a la solution périodique
(u(t,e),v(t,e),w(t,e)) = (er*cos(r/—bscat) + O(e?), er*sin(v/—bsca t) + O(e2), eW* + O(?)).
(3.14)

Finalement, pour € > 0 suffisamment petit, le systeme (3.7) a la solution périodique (X (t,¢),
Y(t,e), Z(t,e)) obtenue a partir de (3.14) grice au changement de variables (3.8). Cette solution
périodique tend vers lorigine des coordonnées lorsque ¢ — 0. Par conséquent, il existe une
solution périodique partant du point d’équilibre de zéro-Hopf (1,1, 1) lorsque ¢ = 0. Ceci achéve
la prewve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (1).

Exemple 1. Considérons le systéme de Kolmogorov
t= z(x—34+y+z+(x—-12+@-1)(y—1)+ (2 —1)%),
y= ylx—-3+y+z+x—-12+@-1E-1)+ @y -1+ (z 1)), (3.15)
Pm s —loytrt(@— 12+ (- 12+ (y— 1) —1)+ (s — 1))

Ce systéme dans les nouvelles variables (X, Y, Z) s’écrit

X=(X+DX>+XY + 22+ (X — 2)e),

Y=Y+ 1)(X?+XZ+Y?*+272°+ X + 2),
Z=(Z+1)(X>+Y>+YZ+ 22+ X -Y).
Le systéme correspondant associé au systéme différentiel (3.13) a sa fonction F'(0,r, W) avec
les composantes
Fi(0,r,W)= —r?cos®0 + (1 +4W)rcos? 0 + (r(—5W — 1) sin @ + W2 + 2W) cos 6
+(5W? 4 272 + 2W) sin 0 + (—3W — 1)r,

Fy(0,r,W) = —r?cos?0 — cos OWr — r(2W + 1) sin 0 + 3W?2 + r2 4 2W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le systéme donné par la fonction moyen-

nee f(?", W) = (fl(ra W)an(rv W)) = (070) ol

firw) = D
Ce systéme a quatre solutions pour (r, W) données par (0,0), (0,—2/3), (v/2/2,—1/2),
(—v/2/2,—1/2). La solution (0,0) ne fournit aucune orbite périodique car elle correspond au
point d’équilibre localisé & l'origine. Il y a deux bonnes solutions fournies par La théorie de
moyennisation du premier ordre, (0, —2/3) et (v/2/2, —1/2). Puisque les déterminants (3.6) a
ces deux solutions sont —1/3 et 1/2 et donc non nuls, respectivement, le systéme de Kolmogorov
(3.15) a deux cycles limites bifurquant de Iorigine fournis par La théorie de moyennisation du
premier ordre. Nous tracons ces deux cycles limites pour € = 10~ dans la Figure 3.1, ot nous
fournissons les

1
Jolr, W) = 3W?* 4 2 421V
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conditions initiales des deux cycles limites que nous avons tracés. Le logiciel utilisé pour
réaliser toutes les figures est Maple 20.

v 1.00002

1.00004

FIGURE 3.1: 1" cL : X(0) = /3 +1, Y(0) = ¢/3+ 1, Z(0) = 5¢/3 + 1.

28me CL : X(0)=1—¢/2, Y(0)=1—¢ (\/i-s- 1) /2,Z(0) =1 +¢/2.

Puisque les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) aux points singuliers (0, —2/3)
et (v/2/2,—1/2) sont respectivement (—2,1/6) et (—1=+i)/2, par le Théoréme 3.2.1, les cycles
limites sont respectivement instable et stable. En revenant a travers les changements de va-
riables comme nous ’avons fait dans la preuve du Théoréme 3.1.1, nous obtenons que les cycles
limites bifurquant du point d’équilibre (1,1, 1) du systéme (3.15) sont respectivement

(z(t,e),y(t,e),z(t,e)) = (1 —2¢/3 4+ O(e?),1 — 2¢/3 + O(e?),1 + 2¢/3 + O(?)), et
(z(t, ), y(t,e),2(t,e)) = (1 — /2 4+ O(e?),1 — e(v/2cost + 1) /2 + O(£?),1 4+ e(v/2sint + 1) /2
+0(£?)).

Preuve 3 (Preuve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (ii)) Nous considérons mainte-
nant le systéme de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramétres donnés dans la condition
(11). Nous translatons le point d’équilibre (1,1,1) a lorigine des coordonnées en effectuant le
changement de variables v = X + 1,y =Y + 1,2 = Z + 1. Alors le systéeme (3.2) devient

X =(X+ D) X?>+ e XY + AXZ+ g Y? + WY Z + ki1 Z? — by X + b)Y + (—2X by + Zeyi)e),

Y = (Y + 1)<d2X2 + €2XY + fQXZ + g2Y2 -+ hQYZ -+ ]{222 + GQX + bgoY -+ (Yb21 + ZCQl)€>,
Z = (Z + ]_)(X2d3 —|— XY€3 —|— Xng + Y293 + YZh3 —|— Z2k33 —|— 28631 + XCL3 —|— ng)
(3.16)

Nous écrivons la partie linéaire du systéme (3.16) avec € = 0 au point d’équilibre (0,0,0) dans
sa forme normale de Jordan réelle

0 —/ —CLle - b%O 0
/—azby — b2, 0 0 |, tel que agby + b3, < 0.
0

0 0

Pour cela, nous effectuons le changement de variables

bgo 1

u _bl\/l—Az V — Ay ’ X
v = — 0 0 Y |,
Ay A
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0 by 0
X — U
N By 7
Z _
V—A, ° w

ol Ay = asby + b%o, Py = asby + bygbs, So = —asbs + asbyy. En suivant maintenant les mémes
étapes que dans le cas du Théoréeme 3.1.1 sous la condition (i), nous obtenons le systéme

avec tnverse

&
A3y
e1 + 2g2) + habs)) + Pob3oht + ((f1 — ho)bi + 2bsk1) Pabag — (by fo + 2b3ka)by Py + A3g1+
Plky) + 1Az cos 0sin O(W (((f1 — ha)bao — 2bzka)by + (b3y + Az)hy — b3 fo + 2k (bagbz+
Ps)) 4 (asc1y — 3baobar — bscar)by + 2baobscir) 4 12 A, cos 0 sin® O(Py(by f1 + baohy + 2bsky
) + Az (b7 + brex + 2by0g1 + bshy) — bidy + ((—ez — az + d1)bag — fabs)bT + (—b3y + (e1—
g2)b3y — bs(ha — f1)bao — kab3)by + bag(b39g1 + bagbshy + b3ky1)) + (—Ag)% sin OW (W k1 +
c1) + sin® 0(—Ag) 272 (b3k1 + (bufr + baoha )by + b3dy + bibager + b2g1) + 7(—Ag)2 sin?
(W (by f1 + baghy + 2b3ky) — 2b1bay + bscry) — rv/—Ag cos? O(((2b1ky — 2baoky ) Py + (biho
—baoh1) Ag)W + (bicor — bagcr1) Py + Aabibay) + 1% cos® 0(((bag + go)b1 — baog1) A% + Po
bihy — baohy)Ag + (brka — baoky ) P2) — Ag cos OW (Wky + ¢21)by — bag(Wky + ¢11)))

= F0,r, W),

(\/ —AQT 0082 8 sin2 Q(Ag(hl(bgobg + PQ) + 2b§091 — b%((lg — bgo —+ 62) — b1<b20(2b20—

P =

—ﬁ(—r sin? @ cos 0((esby + 2g3bag + bs(hs + b3)) A2 + (((—ea + f3 — ag + a3)by—
202, + (b3 — 292 + h3)bag — b3(ha — 2k3)) Py + Sa(b3 + brey + 2baggr + bzhy)) Az + (Sa(by
J1+ baohy + 2b3ky) — Pa(by fa + baoho + 20b3ks)) Po)v/— Ay — r Ay sin (W ((( f5 + as)bi+
(h3 + b3)bag + 2k3b3) Ag + So(by f1 + baohy + 2b3k1) — Pa(by fo + baoha + 2b3ks)) + Agbs
31 — Sa(2b1bg1 — bscir) — Po(bogbor + bscar)) — 12 Ay sin? 0(Aa((ks + bag)b3 + ((f3 + as)
by + baohs)bs + bids + bibages + b3gs) + Sa(b3k1 + (b1 fi + baoha)bs + bdy + bibsoer+
b3091) — Pa(b3y + 03092 + ((az + €2)by + habs)bag + kob3 + bidy + bibs f2)) + 12 cos? (A3
93+ ((h3 — bao + bz — g2) Po + S2g1) A3 + Po((—ha + k3) Py + h1S2) Ay + P5 (S2ki — Pk
)) — cos O0v/—Aar((A2(hs + bs) + As(h1 Sy — Po(hy — 2k3)) + 2P (Saky — Paks))W — A,
Py(bay — c31) + Pa(Sacii — Pacar)) — (A3ks + Aa(Soky — Poko))W? — (A3ca + Aa(Sacn
—Poco1))W) = Fy(0,r, ).

(3.17)
Dans ce cas, les intégrales (3.5) sont
[ ToW + N.
AWy = = [ R,y = TV )
2m 0 2(—142)51)1
1 27 D 2 2
B W)= — [ By, wyap — 2R FOI

27 Jo 2(_A2)g
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Le systeme f1(r,W) = fo(r,W) =0 a une solution unique (r*, W*) avec r* > 0, a savoir

(T*> W*) =

1 \/ CoNoTy — DoNZ Ny
Ty Ry T )

si Ty > 0, Ry(CoNoTy— Do N3) > 0 et le Jacobien (3.6) en (r*, W*) est —No(CyTo— NoDs) /(245
T5b1) # 0, ou

Ny = —Az(biba1 — bzeir) + Pa(bicar — baocnn),

Cy = —2A5(Ascsi + Saenn — Pacar)

Dy = —2A5(Asks + Soky — Paks),

Ty = As(bi(f1 + ha) + 203k1) + 2Pabiky — 2Pabyok,

Ry = A3((—ks — b20)b3 + ((—as — fs)by — baohs)bs — bids — bibyges — b3ggs + Sagr — Pa(bag—
bs + g2 — ha)) + Ag(=S2(b3k1 + (b1 f1 4 baoh1)bs + bidy + bibager + b3p91) + Pa(by (bao(
as + e3) + b3 fa) + b3 (bag + go) + bida + bagbshg + b3ks + Sahy) — Pi(hy — k3)) + A3gs
+P3(Sak1 — Poks),

alors, par le Théoréeme 3.2.1, pour € > 0 suffisamment petit, le systéme (3.16) a une solution
périodique (X (t,¢),Y (t,€), Z(t,¢)) tendant vers (0,0,0) lorsque e — 0. Par conséquent, il existe
une solution périodique partant du point d’équilibre zéro-Hopf (1,1,1) lorsque ¢ = 0. Cela
compléte la preuve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (ii).

Exemple 2. Considérons le systéme de Kolmogorov
t= z(x—34+y+z+(x—-1>2+(@x-1)(y—1)+(z—1)%,
= y(2r+y+z+(@—12+@-1)(z-1)+(y—1)%*+(z—1)?), (3.18)
Po ol @ 1P (= 1P (y— (== 1)+ (2 — 1)),
Ce systéme dans les variables (X, Y, Z) s’écrit
X= X+D)X2+XY+22-Ze—X+Y),
Y= (YH+)(X2+XZ+Y2+ 224+ Zc -2X +Y),
Z= (Z+V)(X>+Y?>+YZ+ 22 -3Ze+X —Y).
Le systéme correspondant (3.17) est
Fi(0,r,W) = —rcosfsinf(—W +2) + Wsin (W — 1) + 3r?sin® 6 + rsin® 0(—2W + 1)+
212 cos® 6 + 2 cos W,
Ey(0,r,W) = 4r?sinfcos® — rsin@(3W — 4) + 5r?sin? 0 + 1% cos? 0 + 2W?2 — 4W.
Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le systéeme

fi(r, W) = —W =0, for,W)=2W?+3r> —4W = 0.
Ce systéme posséde les solutions (r, W) données par (0,0), (0,2), (v/2/2,1/2), (—v2/2,1/2).
Comme dans I'exemple 1, nous avons deux bonnes solutions, (0,2) et (v/2/2,1/2). Les déter-
minants (3.6) & ces solutions sont respectivement —6 et 3. Par conséquent, le systéme (3.18) a
deux cycles limites bifurquant du point d’équilibre (1,1,1) en utilisant La théorie de moyen-
nisation du premier ordre. Nous représentons ces deux cycles limites bifurqués pour ¢ = 107°

dans la Figure 3.2.
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0.99994

1.00006

FIGURE 3.2: 1" cL: Xx(0) =c +1, Y(0) = ¢ + 1, Z(0) = 2¢ + 1.

28™Me QL : X(0) = 146, Y(0) = 1+¢ev2/2, Z(0) = 1 4+ ¢/2.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (fi, f) aux points singuliers (0,2) et
(v/2/2,1/2) sont respectivement (4, —3/2) et (—1 4 i1/2). Par le Théoréme 3.2.1, les cycles
limites sont respectivement instable et stable.

Preuve 4 (Preuve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (iii)) Nous considérons mainte-
nant le systeme de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les parameétres donnés dans la condition (iii).
Nous translatons le point d’équilibre (1,1,1) a Uorigine des coordonnées et le systéme (3.2) de-
vient

X = (X + 1)((XCL11 + YbH + 2011)5 + d1X2 + 61XY + leZ + le2 + leZ + k122),

Y = (Y + 1)(X2d2 + XYGQ -+ XZfQ + Y2g2 + YZhQ + Y€b21 —+ 22k2 + XCLQ -+ Yb20 + ZCQ),
(3.19)

Nous écrivons la partie linéaire du systéme (3.19) avec € = 0 au point d’équilibre (0,0,0) dans

sa forme normale de Jordan réelle

0 —/ —b%o — bgCQ 0
V/ —b3, — bsco 0 0 |, tel que bgo + b3cy < 0.
0

0 0

Pour cela, nous effectuons le changement de variables

P
3 —1 0
U As X
v _ a2 bao Co v
" T e N A
— 0 0
As
avec inuverse
X 0 0 As u
v . —1 0 Py v
A4 bﬂ V—As Ls w
Co (&)

ot Az = b3y + bsca, Py = —agbog — azca, Lz = —agbs + azby. En suivant les mémes étapes que
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dans le cas du Théoreme 3.1.1 sous la condition (i), nous obtenons le systéme

r = m(—v —A37’2 0082 0 sin 9((—21)20]{31 + Cth)Pg + <2b20]€2 - C% — Cth)Ag + (1{32—

co)b3y + ((—ha + k3)ca + agky)b3y — ca((—ga + ha + b3)ca + aghy )by + ascigr + c3g3)+
Asr?cos 0sin® 0((—hsg — by — bg)c2 + (—2b2, + (—hy + 2k3)bog — ashy)ca + 2asbyok:+
203,ko + Asky — Psky) — cor/—Azrcos 0sin O((A2fy + (—cies + ((—ea + f3 — ao + as)bay
—agey + Ps)cy + b3 f2 + frasbao + (= f1 4 ho) Py + 2Lska) Az 4 ((—hs — by — bs)c3 + (—
202, + (—ha + 2k3)bag — ashy)ca + 2asbagky + 2b3gks — 2P3ky )Lz — hy Pi + ((—co + ha)
b2, + ((bs — 292 + h3)ca + aghy)bag — 2asceg1 — 2g3¢3) P3)W — (agbyy + 2bagbar)ca — c11(
—agbag + P3)) + cor cos? (((azca — bao fo + c2e2) A3 + (Laci + ((—e1 + 292 + bao) Ps + ho
Ls)cy — bayo((—f1 + ha) Ps + 2L3ky)) Az + P3((2b20k1 — c2hi) L + Ps(baohy — 2¢2g1)))W
+(baocrr — bria) Ps + Asbaica) + caAzr sin® 0((((bao + bs + hg)ca + azhy + habag) Ps 4 ((
—2¢y + 2ka)bag + 2a2ky + 2¢2k3) Lz + ((f3 + az)ca + frag + fabao) Az)W + azeir — baca)
—1? cos® 0((b3pka — baocaha + €392) As + (—biok1 + baocahy — 391) Ps) + Asv/—As((—bao
+ks)ca + agky + baoks)r? sin® 0 — ¢3+/— AW sin 0((A3(aady + baods + c2ds) + (((bao + €1
)as + bagey + cae3) Py + ((fs + az)ca + frag + fabao)L3) Az + ((k2 — c2)bao + cokz + azky)
L3 + ((bao + b3 + hg)ca + aghy + habag) PsLs + (azg1 + b3 + baoga + c293) P5)W + (Asan
+Lsciy + Psbyy)ag — bay (Lacog — Psbyg)) — caW cos 0((A3dy + ((ea + ag — dy) P + foL3)
A3+ (L3ko + (co — f1 + ho) PsL3 + (—€1 + g2 + bao) P5)As — L3Psky — L3Pihy — g1 P3)

W — P3(Psbiy + (a1 — ba1)As + Lsciy))) = Fi(60,7W),
: € . .

W = m(r2 COS2 H(bgokl — b2002h1 + c%gl) — A3’f’2k’1 Sln2 0 -+ sin 9\/ —AgCQT((A3f1+
2L3]{]1 + Pghl)W + 011) -+ cos 6\/ —A37"2 sin 9(2b20k1 — Czhl) -+ Co1 COS (9((A3(b20f1 — 6261)
+(2030k1 — c2hy) Ls + P3(baohy — 2¢291))W + byocrr — bice) + c5(P5gr + (Aser + Lshy)
Py + A3dy + AsLs fi + Lik)W? + (Asary + Lycin + Psbi)sW) = F»(0,rW).

(3.20)
Nous calculons les intégrales (3.5) et nous obtenons
_T(TgW + Ng)

_ D3W2 + R3T2 + CgoW
202(—A3)% .

203(—As)?

fl(r7W) = ) f2(T7W> =

Le systeme fi(r,W) = fo(r, W) =0 a une solution unique (r*,W*) avec r* > 0, a savoir

(7”*, W*) =

1 630N3T3 — D3N§ N3
T3 R3 ’ T3 ’

si Ty > 0, R3(c30N3sT3—D3N2) > 0 et le Jacobien (3.6) en (r*, W*) est N3(c30T3—N3Ds)/(2c3 A3
Tg) # O, o

D3 = 2c3(A3(Asdy + Lsfi + Pser) + g1 Py + L3(Lski + Pshy)),

Cs = 2c3(Asann + Lscin + Psbiy),

Ry = —co(baohy — cag1) — k1(—3y + As),
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N3 = (bgoc11 — bi1c2) Ps + Asagcyy,
T3 = ((ag + as =+ €9 + f3>02 + agfl)Ag + (((—61 + 292 + h5 + 2620 + 63)02 —+ a2h1 + b20f1)P3+
(c5 + (hg + 2k3 — 2bao)ca + 2a9k1) L3) Az + P3((2baok: — caha) L + P3(baohn — 2¢291)),

alors, par le Théoréeme 3.2.1, pour € > 0 suffisamment petit et en revenant auzr change-
ments de variables, nous obtenons que le systéeme différentiel (3.2) a une solution périodique
(x(t,e),y(t,e), z(t,e)) qui tend vers l’équilibre (1,1,1) lorsque € — 0. Par conséquent, il existe
une orbite périodique partant du point d’équilibre zéro-Hopf situé a (1,1,1) lorsque e = 0. Cela
compléte la preuve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (iii).

Exemple 3. Considérons le systéme de Kolmogorov

t= x(z—3+y+z+(@—1>+(@-1y—1)+ (2 — 1)),
= y(—22+3+y—22+@@—-12+(@-1)(z-1)+w-1>*+(z-1)%), (3.21)
t= z(e—34+y+z+(@—-1>24+@wy—-1)°+y-1(E-1)+(z—1)%).

Ce systéme dans les nouvelles variables (X,Y,Z) ayant le point d’équilibre a l'origine des
coordonnées s’écrit

X =((X+1D)((-3X +2)e + X2+ XY + Z?),
Y=Y +1)(X>+XZ+Y?>+22-2X +Y —27),
Z=(Z+)X>+Y>+YZ+ 22+ X +Y - 2).

Les deux composantes du systéme correspondant (3.20) sont
1
Fi0,r,W)= §(T(W(37 cos? 0 + 78 cos @ sin @ + 29 sin? 0) + 4 cos? § + 6 cos O sin 6 + 2sin? 9))

1
_Z(r2(9 cos® 0 + 19 cos? 0sin 0 + 19 cos 0 sin? 6 + sin® §)) + W sin (—65W — 12

)+ W cos (—47TW — 24),

7“2

1
Fy(0,r,W) = 5(rcos€(4W+ 1) —rsinf(rcosf — 6W — 1)) — T 62 — 6IV.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le systéme

2
w:o, Jolr, W) = —6W? — = — 6w = 0.

fl(T7W>: 4

Ce systéme posséde les solutions (r, W) données par (0,0), (0,—1), (4v/15/11,—1/11),
(—44/15/11, —1/11). Comme dans I’exemple 1, nous avons deux bonnes solutions, (0, —1) et
(4/15/11,—1/11). Les déterminants (3.6) & ces solutions sont respectivement —90 et 180/11.
Par conséquent, le systéme (3.21) a deux cycles limites bifurquant du point d’équilibre (1,1,1)
en utilisant La théorie de moyennisation du premier ordre. Nous représentons ces deux cycles
limites bifurqués pour € = 107° dans la Figure 3.3.
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1
00002

1
1.00004
1.00006

FIGURE 3.3: 1° cL : X(0) =1+ 2, Y(0) =1 — 3¢, Z(0) = 1 — 2e.

2°™€ CL : X(0) =1+ ¢/11, Y(0) =1 — 4(vV/15 4+ 1)e/11, Z(0) = 1 — (2v/15 + 3)e/11.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de ( f1, f2) aux points singuliers (4v/15/11, —1/11)
et (0, —1) sont respectivement (—27+3i1/139)/11 et (—15,6). Par le Théoréme 3.2.1, les cycles
limites sont respectivement stable et instable.

Preuve 5 (Preuve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (iv)) Nous considérons mainte-
nant le systéeme de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramétres donnés dans la condition (iv).
Nous translatons le point d’équilibre (1,1,1) a lorigine des coordonnées et le systéme (3.2) de-
vient

X = (X + 1)((—2X031 =+ Ybll)e’f + d1X2 + €1XY + leZ + le2 + leZ + k122 — 030X+
ch),
Y = (Y + 1)(X2d2 + XY€2 + XZf2 + Y292 + YZh2 + Y€b21 + ZZkQ + XCLQ + ZCQ),
Z = (Z + ].)((Yb31 + ZCgl)E + d3X2 + 63XY + f3XZ + g3Y2 + thZ + k322 + CI,3X + CgoZ).
(3.22)
Nous écrivons la partie linéaire du systéme (3.22) avec € = 0 au point d’équilibre (0,0,0) dans
sa forme normale de Jordan réelle

0 —/—azc; — 3y 0
—azc; — 3, 0 0 |, tel que asci + c5y < 0.
0 0 0

Pour cela, nous effectuons le changement de variables

C30 1
0 0 —
Uu C1vV —A4 vV —A4 X
v = l 0 0 Y ,
w c1 A
K,y Ay —My
avec inuverse
0 C1 0
)}f M, 1 u
= — Co — v
Z —A4 LA w ’
—A4 C30 0

o Ay = azcy + 3y, My = asey + cac30, Ky = asczg — azce. En suivant les mémes étapes que
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dans le cas du Théoreme 3.1.1 sous la condition (i), nous obtenons le systéme

P =

Alors

s
Alcy
ks)c3o + ((2e1 — h3)ea + hiag + 2kyas)esp — gsca + (2a2g1 + azhi)ca)cr + 3c3cs0g1 + 3¢a
c2ohy + 3c3ok1 ) Adr? sin® 0 cos 0 + A2/—Ayr? cos? Osin 0(— Ay ((az — c30 + f3)2 + (2c2,+
(2ks — f1)eso + c2hs)cr — cacsohy — 2¢30k1) — My(cies + ((hs — e1)cso + 2¢293)c1 — 262
3091 — Cooh1) + A3k + AgMyhy + MZ2gy) + A2rcos 0 sin 0((—cles + ((—hs + e1)cso+
2a291 + haz — 2cag3)cr + 2¢55ht + 4eaczngn )W + Aa((azbin — baica — 3esocsi)er + 2biics
c30)) + Ai(—A4>%T2 sin® 0(c2,ky + (c1f1 + cahi)eso + c2dy + cicaey + c2g1) + sinO(—Ay)
W (Agbyy + Wagy) + A%r? cos® 0(A%(ciezp + crks — c3oky) + AgMy(cihs — csohy) + M3 (e
g3 — c3091)) + AsW cos 0(Ag(bricso — bsrcr) — Wiergs — cs091)) — Ay cos” 9\/——1447“((A4(
c1hs — c3ohy) + 2My(c1gs — c30g1))W + A2cics1 — AgMy(biicsg — bsicy)) + Ay sin® 6(—
Ag)zr(Ag(brica — 2c1031) + W(crey + 2c2g1 + esohi))) = Fi(60,7, W),

- € A—(—A4\/—A4r2 cos Osin O(A2(cy fo + & 4 cohy 4 2c50ks) + Ay(Ky(3 + e fi+
1V —Ay

ol + 2c30k1) + My((agy — a3 +ea — fs)er — 2650 + (—2k3 + ca + ha)czo — ca(hs — 292)))
+ Ky My(cier + 2¢291 + c3oht) — MZ(cres + 2c2g3 + c30hs)) — Aursin O((Ag((ag + e9)cr+
(30 +2g2)c2 + c30ha) + Ku(crer 4 2cag1 + csohy) — My(cres + 2295 + csohs))W + Ajbyy
o+ Ay(Ky(brica — 2c1c31) — My(bsica + c3ocsr))) — A2r? sin? 0(A4((cso + g2)c2 + ((ag+
ea)er + caoha)ca + coka + cidy + cicao fo) + (chok1 + (e1fi + caha)eso + cdy + crcaer+
g1 ) Ky — (g + kacky + ((az + f3)er + cahs)esg + 2z + cieaes + gsca) My) + Agr?

cos? O(A3ky + A2(Kyky + My(cy — c30 + ho — k3)) + MyAL(Kyhy + My(go — h3)) + Ky
Mgy — Migs) — v/—Aur cos O((Aj(ca + ha) + As(Kahy + My(2g2 — h3)) + 2K, Myg1—
2MZg3)W + A2My(boy — c31) + MyAs(Kybyy — Mybsy)) + (—Asgs — Kugr + Mygs)W?—
(A%byy + Ay(Kybiy — Mybsi) )W) = Fy(0,r,W).

(((a3 — d3)0§ + (Cgo + (—Cl3 — f3 + dl)Cgo + €109 — €3Cy + f1a3)0% + (—Cgo + <2f1—

3
2

(3.23)

. ’I“(T4W + N4)

_ D4W2 + R4’l“2 + C4W
2(—144)%61 .

) f2(TaW) = 2(_144)%

fl(r7 W)

Le systéeme fi(r,W) = fa(r, W) =0 admet une solution unique (r*,W*) avec r* > 0, a savoir

1 |CyN,T,— D,N? N

Ty Ry Ty )

si Ty > 0, Ry(C4N,Ty — DyN3) > 0 et le Jacobien (3.6) en (r*, W*) est —Ny(CyTy — Ny Dy)
/(2A451T4cl) 7é 0,
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Ny = Ai(anz — c1e31) — AgMy(bricso — bsicr),
Cy= —2A4(Asbor + Kybiy — Mybsy),
Ty = Ay(cier + crhs + 2c0g1) + 2My(c195 — c3091),
Dy = —2(A49> + K491 — Mygs),
Ry= A3((c3y + kacky + ((az + f3)er + haca)esg + cags + c2ds + creaes + Kyhy ) My + MZ(ga—
hs) — (kic3y + (c1fi + cahi)eso + cidi + cicoer + c391) Ka) + AF((—cs0 — g2)c3 + ((—aa—
e2)c1 — csoha)ca — Boka — c1dy — cresofo + Kaks + My(ca — c30 + ha — k3)) + Ay MG (K,
g1 — Mygs) + Ajks,

Alors, par le Théoréeme 3.2.1, pour € > 0 suffisamment petit et en revenant a travers les change-
ments de variables du systéeme (3.22), il existe une solution périodique (X (t,¢),Y (t,¢), Z(t,¢€))
qui tend vers ’équilibre (0,0,0) lorsque € — 0. Ainsi, il existe une solution périodique partant
du point d’équilibre de zéro-Hopf (1,1,1) lorsque ¢ = 0. Cela achéve la preuve du Théoréme
3.1.1 sous la condition (iv).

Exemple 4. Considérons le systéeme de Kolmogorov

= z(r+y—2z4+(@x—-12+(x-1)(y—1)+(z—1)?),
= y(—2z+y+z+(@x—-1>2+@x-Dz-1+@Wy—-1)2+(z—1)?), (3.24)
= 2z —1—-y+2z+@—-102+@wy—-12+10y—1)(z—1)— (2 — 1)?).

Ce systéme dans les variables (X, Y, Z) s’écrit

X=X +1)(X2+XY +6Xe+ 22— X —22),

V=Y +1)(X?+XZ+Y*+272?-2X + 2),
Z=(Z+1)(Y -32)e+X>+Y>+10YZ - 2>+ X + 7).

Les deux composantes du systéme correspondant associé au systéme (3.23) sont

1
Fi(0,r,W) = 5(((—22W — 16)rsinf + 2W? + 13r? — 2W) cos @ — 3r?sin ) — 31r* cos® 6 + r

(—43rsinf + W — 14) cos? 6 — r(W — 6),
Fy(0,r,W) = 18472 cos® 0 + (24612 sin 0 + r(—9W + 40)) cos 6 + rsin O(61W + 46) — 6W2—
83r? + 5W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le systéme

piwy = -CEED o pw) = —ow? ot 5w =0,
Ce systéme a pour solutions (0, 0), (0,5/6), (v/34/3,—2), (—/34/3, —2). Comme dans 'exemple
1, nous avons deux bonnes solutions, (0,5/6) et (v/34/3, —2). Les déterminants (3.6) en ces so-
lutions sont respectivement 85/12 et 34. Ainsi, le systéme (3.24) posséde deux cycles limites
bifurquant & partir du point d’équilibre (1,1,1) en utilisant La théorie de moyennisation au
premier ordre. Nous tracons ces deux cycles limites bifurqués pour € = 107° dans la Figure 3.4.
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1.00003:

1.00002

100002
1.00004

FIGURE 3.4: 1 cL : X(0) =1+, Y(0)=1—5¢/6, Z(0) = 1 +e.
2°™€ CL : X(0) =1+e¢, Y(0) =1+ (2—5v34/3)e, Z(0) = 1 + £v/34/3.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) aux points singuliers (1/34/3, —2) et
(0,5/6) sont respectivement (29 £+ +/705)/2 et (=5, —17/2). Selon le Théoréme 3.2.1, les cycles

limites sont respectivement instable et stable.

Preuve 6 (Preuve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (v)) Nous considérons mainte-
nant le systéme de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramétres donnés dans la condition (v).
Nous translatons le point d’équilibre (1,1,1) a lorigine des coordonnées, puis le systéme (3.2)
devient

X = (X + 1)((—2X031 + Ybll)e’f + d1X2 + €1XY + leZ + le2 + leZ + k122 - CgoX-'-
ch),

. X X

V= (Y + 1)((—02651 + by Y)e — 02‘;30 Vo7 + Ao X2+ XY + [oXZ + goV? + hoY Z+
1 1

ko Z2),

Z = (Z + 1)(X2d3 + XY63 + XZf3 + Y293 + YZhg + ZZkg + Z€C31 + Xa3 + ng + ZC30).

(3.25)
Comme d’habitude, nous écrivons la partie linéaire du systéme (3.25) avec e =0 a (0,0,0) dans
sa forme normale de Jordan réelle

0 —\/—agcl - b302 - C%O 0
\/—agcl — bgcg — C%O 0 0 5
0 0 0

tel que azcy + bsca + ¢y < 0.
Pour cela, nous effectuons le changement de variables

M; 1 0
U c1Asb3 As X
€30 0 1 v
(Y = _— e — ’
w C1vV —A5b3 1 bg\/ —A5 A
C2
- — 0
ClA5 A5
avec imverse
X Clb3 0 —C1b3 U
Y = bgCQ 0 M5 v y
VA C30b3 —b3\/ —A5 —Cgobg w
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ol A5

= agcy + bzcy + 3y, Ms = agey + c3y. En suivant les mémes étapes que dans la preuve

sous la condition (i), nous obtenons le systéme

F=

€
—m(v — A5b3r% cos® O(bzer (Bpka + (c1f2 + caha)cso + Gida + crcaes + C5ga) + (Boki+
5

(lel + Czhl)Cgo + C%dl + cic0e1 + C%gl)Mg,) —+ cos 9\/ —Ag,W((b%Cl(C%dQ + Clcgofg + C%Okg)

+((dy — e2)cd + cs0(fi — he)er + Cgok’l)b%Ms —bs((er — g2)c1 + h1030)M§ + M§’91)W+

Msbscy (by + 2c31) + bieieacsy + M2byy) + /—Asbsr cos? (M2 (creq + 2¢0g1 + csohi)—
bic1(2¢30ks + (2¢1 fo + c2ho)cso + 261y + crcoez) — Msbs((2dy — e2)ct + ((—ha + 2f1)cs0
+ca(er — 292))er + 20§0k1 + coc30hy) )W + bscica(bar — c31) + Ms(biica — 2¢1¢31)) + A§b§
r2sin® 0(cic30 + c1ks — csoky) + Asb3r? cos? 0sin 0(((—as — f3 + di)cso + bz fa — caez)c3+
(—Cgo + (A - k’3)0z2),o + ((—hs — b + e1)ca + 2kabz)cso — (g3 — bs)ca — habs)ca)er + ezo(ch

g1 -+ CQCgohl + C%okl) -+ M5(C% -+ lel + Cghl -+ 2630k1) - C%dg) + A5b37" cos 6 sin 9((63(2&3

c30 — bz fa + caez — 2c30ds + 2c30 f3)cf — b3(2(k1 — 1) el 4+ (2(f1 — ks)er + cahu)cdo + ((—
hs — bs 4 €1)ca + 2kabs)cicso — 2¢ids) — Ms((bs + es)ct + ((—ha — ca + cs0 + f1)bs + (hs
—e1)e30 4 2¢2g3)c1 + €30(203k1 — 2c291 — cs0h1)) + MEh)W + c30(biica — 3cicsr)) — As
Wsin 0(((c3ds + czo(az + f3 — di)ct + 3 (ks + c30 — f1)c1 — kic3y)b3 + M2(c1g3 — cs001
) — (e + cz0(bs — e1 + ha)er — cAgha)baMs)W — c30(3bscicar + Msbyp)) + cos «9(—A5)%
203 sin® 0((—az + cz0 — f3)c3 + (—2¢% + (—2ks + f1)cz0 + (—hs — bs)ca + kabs)er + 2¢3,
ki + cacaoht + Msky) — (—As)2bar sin? 0((((bs + ha)er — hicao) Ms — ba((az — c3o + f3)¢3

—|—030(2030 — f1 + 2k3)61 — QCgokl))W —|— 01631)) = Fl((g, r, W),
€

A=A
((g2 — e1)e3 + cao(ha — fi)ea + coka)er — c3g1 — cGeaohn — caciphn) + /= AsWhgr sin 0((
(c2 — fa)ei + (cafi — 2cs0ka)cr + 2230k )bs + Ms((ca + ha)er — cahy)) — /= Asb3r?
cos0sinO((co — fo)ci + (—c2 + (f1 — ha)ea — 2¢30ka) ey + chy + 2c9¢30k1) — bar cos 0(((
ey + ((—eq + 2g2)co + hacsp)er — 2¢2g1 — caczoht) Ms — bs(2¢ids + ((—2dy + e3)ca+
2c30f2)ct + (—c3er + cao(ha — 2f1)ca + 2630ka)c1 — ciesohy — 2¢9¢30k: ) )W + co((bay + c31
Jer — biica)) + (Msbs(cea — c1(caer — c3oha) — cacsohy) — M2(c1g2 — cagr) — b3 (c3dy—

A (cady — c3ofa) — crcso(Cafi — caoka) — cacBoky))W? + (bscrcacsy + Ms(biica — barcr))W
)= F(0,r, W),

(A5b§7“2 sin? O(crky — coky) — b§r2 cos?0(c3dy + ((—dy + e3)ca + c30fo) 3+

(3.26)

Pour ce systeme différentiel, nous calculons les intégrales (3.5) et nous obtenons

_T(T5W —+ N5)

. D5W2 + R5T2 + O5W
2(—145)%61 .

2(—A5)%Cl

fl(T',W) = ) f2(T7W)

Le systeme f1(r,W) = fo(r, W) =0 a une unique solution (r*, W*) avec r* > 0, a savoir

1 |OsNsTs — DsN2 N,
(T*’W*): il 5 545 5 5,__5 ’
T5 R5 T5
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SiTs > 0, Rs(C5N5Ts— DsN2) > 0, et le jacobien (3.6) en (r*, W*) est —N5(CsT5—N5Ds)/(2T5
AA%) #£0, ou
N5 = bscicabay + Ms(brica — crc31),
Cs = 2bscicacsy + 2M5(brica — barcy),
Ds = 2Mjsbz(cies — ci(caer — caoha) — cacsohy) — 2M2(c1ga — cag1) — 203(c3dy — 3 (cady — 30
f2) — crcso(cafi — caokz) — 020;2),0]431),
Rs = b3(As(ciky — caky) — cldy 4 ((di — ez)ca — caofo)ct + ((—g2 + €1)c3 — cso(he — f1)ca—
Goka)er + ea(c3gn + caczoln + ok ),
Ts = M2(cieq + 2c0g1 + c30hy) — b3cy(2c30ka + (2¢1 fo + caha)cso + 2¢3da + crcaes) — Asbs((as
—c30 + f3)c] 4 (2c30 — f1 + 2ks)csocr — 2¢30k1) + Ms(((bs + hs)cr — csoh)As — ((2d1—
€2)ci + ((—he 4+ 2f1)es0 + caler — 2g2))er + cso(c2hy + 2¢30k1) )bs),

alors, d’apres le Théoreme 3.2.1, pour € > 0 suffisamment petit et en revenant sur les change-
ments de variables du systéeme (3.25), il existe une solution périodique (X (t,¢),Y (t,¢), Z(t,¢€))
qui tend vers I’équilibre (0,0,0) lorsque e — 0. Ainsi, il existe une solution périodique partant du
point d’équilibre de zéro-Hopf (1,1,1) lorsque ¢ = 0. Cela achéve la démonstration du Théoréme
3.1.1 sous la condition (v).

Exemple 5. Considérons le systéme de Kolmogorov
t= z(x—34+y+z+(x—12+(x—-1)(y—1)+ (2 —1)%),
g= y(2rtyt+z+ @1 +@-DE-1)-@E-1°-@H-1E-1)+(=-1)?),
z

= (v +1-3y+z+(z—1)°+(y—1)?=6(z—1)%).
(3.27)
Ce systéme dans les variables (XY, Z) s’écrit

X=(X+1D)X>+XY -2Xe + 22— X + 2),
Y=Y +)X>+XZ-Xe-Y>-YZ+2>-X+2),
Z=(Z+1)(X?>+Y?—62>+Zc+X -3Y + 2).

Le systéme correspondant associé au systéme (3.26) est

1
Fi(0,r,W) = g(W cos O(—3W — 3) + W sin §(—65W + 9)) + r(—33r cos® 6 + 3r cos? 0 sin 6+

35W cos? 6 + 3TW cos O sin  — 3 cos 0sin 6 + 42r cos § — 18rsin§ — 42W + 1),
Fy(0,r,W) = 18r?cos? 6 + 3rcos 0(—8W + 1) + TW? — 3W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le systéme
1
fi(r, W) = —§T(49W —2)=0, fo(r,W)=7W?+9r* - 3W =0.

Ce systéme a les solutions (0,0), (0,3/7), (v/266/147,2/49), (—/266/147,2/49). Comme dans
I’exemple 1, nous avons deux bonnes solutions, (0,3/7) et (1/266/147,2/49). Les déterminants
(3.6) en ces solutions sont respectivement —57/2 et 38/7. Ainsi, le systéme (3.27) a deux
cycles limites se bifurquant a partir du point d’équilibre (1,1,1) en utilisant La théorie de
moyennisation au premier ordre. Nous représentons ces deux cycles limites bifurqués pour € =
10~° dans la Figure 3.5.
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1.00004.

1.00003
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FIGURE 3.5: 1°* CL : X(0) = 1+ 16¢/7, Y(0) = 1 + 13¢/7, Z(0) = 1 + 16¢/7.
28me CL : X(0) = 1 + (6 — v/266)c/49, Y(0) = 1 + (4 — v/266)/49, Z(0) = 1 + (6 — /266)c/49.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (fi, f2) aux points singuliers (1/266/147,2/49)
et (0,3/7) sont respectivement (—17 £ 5iv/31)/14 et (3,—19/2). Selon le Théoréme 3.2.1, les
cycles limites sont respectivement stable et instable.

Preuve 7 (Preuve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (vi)) Maintenant, nous considé-
rons le systéme de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les parameétres donnés dans la condition (vi).
Nous translatons le point d’équilibre (1,1,1) a l'origine des coordonnées et le systeme (3.2) de-
vient

X = (X + 1)(—2X(b21 + 031)5 + d1X2 + 61XY + leZ + gly2 + h1YZ + k122 — ngo - X
C30 + bly + 01Z),

Y:(Y+U(GmY+

+hoY Z + ke Z?),

bglch

1

Zbaocy

1

+ d2X2 + €2XY + fQXZ +92Y2

>€+CL2X—|—Yb20+

8] 1

. 2bic31Y bicsgY
Z:(Z+U(( 1631 +@ﬂ)€+%X+ Y00 | 0 Z £ ds X2+ esXY + 3 X7 4 g5V

+hsY Z + ks Z?) ,
(3.28)
Nous écrivons la partie linéaire du systéme (3.28) avec € = 0 au point d’équilibre (0,0,0) dans
sa forme normale de Jordan réelle

N

0 , tel que Ag < 0.
0

0
Vv
0

o O O

Pour cela, nous effectuons le changement de variables

1
0 0
U Vv Ag X
v _ bao + ¢30 _ﬁ _a v
A A A ’
w [36 Fg Clpg Z
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avec tnverse

VA 0 0

X b20 V AG & 1
Y | = by by v,
Z C30V A6 Fﬁ bl w
C1 C1 C1
ol
Ag = —(agby + agey + b3y + 2bycso + ¢3y), Hg = azbicso — asbagcy,
PG = a2b1 + b%o + bgngg, F6 = ascy + b20630 + C§07

et en suivant les mémes étapes que dans la démonstration sous la condition (i), nous obtenons
le systéme

€
AZRE
ay — az)ci + ((fi — ha — c30)bao + c30(f1 + ha — 2ks — c30)) e + 2k (baocso + €3 + F)) b7
—(—ezct + (—b3y + (e1 — 299 + hg — c30)bao — c30(h3 — €1))er + hy(=b3y + c3g + Fs — Pp))
c1by — 2(=baogsc1 + g1(b30 + baoczo + Fo))ct)W + bici((3bao + 3cs0)bar + (4bao + eso)es
)by + 12 cos @ sin? O(—by Fs(((—c30 + f3 + az — bag)by + bag(bag + h3))c? + (f2b? + ((c30—
J1 4 ha)bao + c30(2¢30 — f1 + 2k3))b1 — baoha(bao + c30))e1 — 2b1(—kaby + k1 (bao + c30))
c30) — Psc1(((az — bao — c30 + ea)cr + cao(cso + ha))b7 + (esct + (2050 + (292 + c30 — €1)
bao + c30(hs — €1))c1 — hicso(bao 4 €30))b1 + 2¢1 (193 — (bao + ¢30)91)b20) + FEbTEy + Fi
Psbicrhy + P22 g1))V/Ag — B3W sin 0((kob3 + ((—hy + k3)er — ki (bag + ¢30))02 — c1((hs—
g2)c1 — B (bao + ¢30))b1 — ((b2o + €30)g1 — €193)¢3 )W + biciesy) — 2 sin® (D Fg (kaby + (
k3 + cso)c1 — Ki(bao + c30)) + ((c30 + h2)by + (b2o + h3)cr — hi(bao + €30)) Ps Fsbicr + ((

g2 + bag)b1 — baggy + c193 — c3091)cAP2) + byr sin® O((by (263ka + ((2k3 + c30 — ha)er—
2k1(bao + ¢30))b1 — c1((bao + hs)er — hu(bag + ¢30))) Fs + c1((cs0 + ha)bT + ((hs — bao—
2ga)e1 — hi(bao + ¢30))b1 + 2¢1((bao + €30)91 — €193)) Ps)W — ((F6 + Fs)b21 + ca1(Fs+
2P))c3by) + (r? cos® 0v/Ag((3dy + creso fi + k1 )b? + bagcy (crer + ezohy )by + b2gcign)
+r2sin @ cos? O((—c3dy — cic30f2 — Aoka)b3 + (—dsc3 + ((dy — e — as)bag — c30(f3 + a3
—d1))ci + cso((fr — ha — ¢30)bao + c30(f1 — ks — ¢30))c1 4 3ok1 (Dao + €30))b7 + bao(—esci
+(=b3 + (—cs0 + €1 — ga)bao + cao(er — ha))er + hucso(bao + cz0))erbr + b35¢i ((bao + c30)
g1 — c193) + biFs((c] + crfi + 2c30k1)by + baghacr) + (07 + brey + 2by0g1)cr + bicsoha)
Ps) — rcos? 0(((c1f1 + 2¢30k1)b3 + c1(—creq + ha(bg — c30))b1 — 2b2ocign)W + 2¢3 (b +
c31)b1)b1)Ag) = F1(0, 1, W),

W = ;33 ) (bl’l” sin 0(W(ngl(2b%k2 — blclhg — bgoC%) + F6b1(H6(2b1]€1 — Clhl) — ((bgo + 292
Agbicy

—hg)cy + b1(2ks + c30 — ha)) Pscr) — Pici(bieso + bicihg — 2¢igs) + HePscy(bihy — 2c191
)) + A6F6b16%b21 + P6b10%<P6 — Aﬁ)Cgl) — 7’2 Sin2 0(ng?k2 — PGSC?gg — Clb1(<630 — h2+

(W2 cosO(b?ky — bicihy + c2g1)b? — rsinf cos 0(((—cy fa — 2¢30k2)b3 + ((e2 — f3+

7 =
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ks)by — byocr) Ps g — c1by P§ F((—bao — g2 + hs)cr 4 bicso) + He(Fgbiky + FgPsbicihi+
P2c2g1)) — Agr? cos? 0(((dab? + bag(ea + a)by + b3y(ga + bag + ¢30)) 3 + bicso(brfa + bao
ha)er 4 bicoka)bi Fs — 1 Ps((dsct + cso(fs + as)er + c3o(ks + bag + ¢30))0T 4 baocr (cres+
c3ohs)by + gsbsoci) + He((cldy + crcso fi + c3ok1)bT + bager(crer 4 caoha)by + baycign)) —
DIW (W (Fsby (bika — bicihg + ¢iga) — Poci(biks — bicihs + ¢igs) + He(biky — bicihi+
1)) — Pebicics) — v/ Ag(bir cos O(W ((((f3 + az)er + c30(2k3 + bag + ¢30))0% + ¢1(—c1
es + hs(byo — €30))b1 — 2b20cigs)er Ps — He((c1fy + 2c30k1)bT + c1(—crer + ha(ba — c30))
by — 2b200%91) — b1(((—az — e2)by — (bao + c30 + 292)520)(3% + (b1.f2 + ha(bao — c30))brci+
203 c30kn) Fs) + (—2Psbibagct — Pebiciesg — 2Hgb1c3) ez + (Fgbibaoc? + Fbiciesg — 2Hghy
cD)ba1) + 1% cos 0 sin O(FZby (b3t + (02 fo + bibagha)cy + 2b3caoks) + Feby (c1 Ps(((e2 — f3
+ag — az)cr + cso(ha — 2ks — bag — 2¢30))by — bager (hy — 2bag — €30 — 292)) + He((c+
c1f1 + 2¢30k1)by + baghicy)) — P2y (b3, + bic?es + bicicaohs + 2baocigs) + (b3 + bie
+2b9og1)c1 + bicsohy)e1 PsHg))) = Fo(60,r, W).

(3.29)
En calculant les intégrales (3.5), nous obtenons
T N D 2
f1<T7W) = _ML!_G)7 f2<r7 W) = GW +R6r +06W
2[)11462 C% 2A2 b3

Le systéeme fi(r,W) = fo(r,W) =0 a une solution unique (r*,W*) avec r* > 0, & savoir

1 [CeNeTs — DgNZ N,
(T‘*’W*) — i 6 646 6 6’__6 ’
Ts Rg Ts

siTs > 0, Rg(CsNgTs— DgNZ) > 0, et le jacobien (3.6) en (r*, W*) est —Ng(CsTs— Ng D)/ (2T
Adbicl) #£0, ou
D¢ = 2Fsb3(02ky — bicihe + 2 ga) — 2Bsb2¢y (b3ks — bicihs + c2gs) + 2Hgb? (b3ky — bicihi+
ctgr),
Co = —203Pscicsy,
Ng = Aﬁblb2lc% - FGbIC%CSM
R = F3bike + (Hgbky — Pscibi((c30 — ha + k3)by — bager ) ) Fg + (Agby ((dab? + bag(ea + ag)by
+030(bao + €30 + g2))€ + bicso (b1 fa + bagha)cr + kabic3y) — ((—bao — g2 + hs)er + bicso)
PZeiby + HePsbicyhy ) Fo + Ag(((cdy + cieso fi + G3gki)b? + bager (cren + caohy )by + b3qc?
g1)He — Psci((dsef + cso(fs + as)er + c3(ks + bao + ¢30))0T + baocr (cres + csohs)by + g3
b3oct)) + Pgct(—Pocigs + Hegn),
Ts = Ag((crfi + 2c30k1)b7 + cr(—crer 4 hi(bao — ¢30))b1 — 2b20¢ig1) — Fbi(2kobT + ((2ks+
cs0 — ha)cr — 2k1(bao 4 ¢30))b1 — ((b2o + hg)er — ha(bao + c30))c1) — Poca((ha + cs0)bi+
((h3 = b — 2g2)c1 — ha(bao + ¢30))b1 + 2(—gsc1 + gi(bao + €30))c1).

Alors, selon le Théoreme 3.2.1, pour € > 0 suffisamment petit et en revenant sur les chan-
gements de variables, le systéeme (3.28) a une solution périodique (X (t,¢),Y (t,¢), Z(t,€)) qui
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tend vers 'équilibre (0,0,0) lorsque € — 0. Par conséquent, il existe une solution périodique
partant du point d’équilibre de zéro-Hopf (1,1,1) lorsque ¢ = 0. Cela achéve la démonstration
du Théoreme 3.1.1 sous la condition (vi).

Exemple 6. Considérons le systéeme de Kolmogorov
t= zlz-3+y+z+@—-1) +@-Dy-1D+E-17+(-1)?),
= y(-br+4+y+z+@—-12+@-D)E-D+@w—-1)>+@y—-1)(z-1)+(2—1)?),

i= 2z —1l-y+z+(@-1)+@H -1+ @y -1E-1)+(=—-1)7).
(3.30)

Ce systéme dans les nouvelles variables (X, Y, Z) s’écrit
X= (X+DX?+XY —4Xe+Y?>+ 222X +Y + 2),
Y= Y+D)X2+XZ+Y +YZ+ 226X +Y + 2),
Z= (Z+D)((4Y +22)e+ X2+ Y +YZ+ 22+ X +Y + 2).

Le systéme correspondant associé au systéme (3.29) est

Fi(0,r,W) = 13r?cos® 6 + (—30r?sin§ + r(156W — 14)) cos® 0 + ((—4W — 14)rsin 6 + 22—
9r?) cos O + (2W? + 23r? — 2W) sin @ + r(—14W + 10),

Fy(0,r, W)= —87r?cos®0 + (—114r?sin 0 + (34W — 52)r) cos 6 + 7 sin §(—50W + 40) + 7TW?>
+8472 — 8W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le systéme

13W — 6 81
fi(r,W) = —% =0, for,W)=TW?+ 773 —8W = 0.

Ce systéme a les solutions (r, W) données par (0,8/7), (2v/186/117,6/13), (—21/186/117,6/13),
(0,0). Comme dans I’exemple 1, nous avons deux bonnes solutions, (0,8/7) et (24/186/117,6/13).
Les déterminants (3.6) en ces solutions sont respectivement —248/7 et 372/13. Ainsi, le sys-
téme (3.30) a deux cycles limites bifurquant du point d’équilibre (1,1, 1) en utilisant La théorie
de moyennisation du premier ordre. Nous représentons ces deux cycles limites bifurqués pour

e = 1075 dans la Figure 3.6.
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FIGURE 3.6: 1" cL : X(0)=1+¢, Y(0) =1 +8¢/7, Z(0) = 1 — 82/7.
28me CL : X(0) = 14 26v/286/117, Y (0) = 1 4 (2v/286 + 54)/117, Z(0) = 1 + £(2v/286 — 54)/117.
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Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) aux points singuliers (21/186/117,6/13)
et (0,8/7) sont respectivement (—10 £ 8iv/74)/13 et (8, —31/7). Selon le Théoréme 3.2.1, les
cycles limites sont stable et instable, respectivement. Cela achéve 'exemple 6.

Preuve 8 (Preuve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (vii)) Maintenant, nous consi-
dérons le systéme de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les paramétres donnés dans la condition
(vii). Nous translatan le point d’équilibre (1,1,1) a lorigine des coordonnées et le systeme (3.2)
devient

X = (X + 1)((—2b21 - 2631)X€ -+ (—620 - Cgo)X + bly + 01Z + d1X2 + 61XY + leZ + g1
Y24 Y Z + k Z2),

v — (Y +1) (((_52261331 B bao(ba1 + ¢31) ;; b21(bao + C30)> X + by Y + 5216011Z) .

bao (b X baoC1Z
20(b20 + ¢30) F by + 092 | 1 X? 4 eaXY + o XZ 4 g2Y? + oY Z + k2ZZ>a

b1 bl
Z = (Z —+ 1)(X2d3 + XY€3 + XZf3 =+ Y293 + YZhg + Z2k3 + Z€C31 + Xa3 + ng + ZC30).
(3.31)
Comme d’habitude, nous écrivons la partie linéaire du systéeme (3.31) avec € = 0 au point
d’équilibre (0,0,0) dans sa forme normale de Jordan réelle

B \/—bl(agb101 + b1C§0 + bagbscr)

0 0
b
\/—bl (a3b101 + bngo + b20b301) ;
0 0
by
0 0 0
tel que b1 (agb161 + blcg,o + bgobgcl) < 0.
Pour cela, nous effectuons le changement de variables
By My
blA'y b1A7
Z | bt 1 1 ‘;(
bV A VA b |\, )
b20 1
b1A7 Az
avec inuverse )
X —bagbs 0 by B; ¢
Y | = 5 v o,
Z B blcgo bl\/ —b1A7 —b1P7 w
C1 C1

ot A7 = agbicy + bic3y + baobscr, My = bicgg — bser, Pr = agby + baobs + bscso, By = agey +
bgngO + C%O'
En suivant les mémes étapes que dans la démonstration sous la condition (i), nous obtenons le
systeme

) €

r = m(\/ —b1A7T2b% COS3 0(37((6%(11 -+ Cngofl —+ C?)’Okl)b% —+ bgoCl (0161 + C30h1)b1 -+ 5300%91
147

) — M7((C%d2 + 01630f2 + Cgokg)b% + bQ()Cl (6162 + Cgohg)bl + b%OC%gz)) + A%bi’ SiIl3 0([€2b1+
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(30 + k3)cr — k(oo + 30))72 + Azb21% cos? O sin O((—dscd + ((—as — f3 + dy)cso — bag(en
—d1))et + (=3 + (f1 — kz)cao + bao(f1 — ha))esocr + cGokn(bao + €30))7 + bager (—esci+
((ex — hg — bs)eso + bag(er — g2))c1 + csoha(bao + €30))b1 + b3pct(—g3er + g1(bao + €30))+
Br((c} + c1f1 4 2cs0k1)br + baocrha )by — (b39c3 + (b3 fo + bibagha)cr + 2b3csoka) M7 — (cids
+c1c30fa + Aoka)b3) — Arbyrey sin 6 cos 0((Brby (((bao + c30 — €2)c1 — hacsg)b? + (—ezci+
(=030 + (=292 + e1)bag — cs0(hs + bs — €1))er + csoha(bao + €30))b1 — 2¢1(gsct — g1 (bao+
¢30))bao + Mz ((c1 + fi — ha)by — baocr) — 2Prbiky) + by M7 ((—2b1ds — baoes) e + (—2d,b7
+(=b3p + (—e2 — 2cs0 + 2d1)bag — c30(f3 + as + c30 — 2d1) )by + bao(bag + €1)(bao + c30))
+(=fabr + fi(bao + ¢30))b1c30 + 2Prbika) + Prby(((fs + a3 — bag — c30)b1 + bao(hs + bag+
bs))ct 4 (fab} + ((ha — fi)bao + (2ks + 2¢30 — f1)c30)b1 — bagha (bag + €30))c1 — 2b1¢30(—ko
b1 + k1(bao + ¢30))) + b3 (B2hy — M2 f2))W — (((bao + 3c30)b1 — bser)bar + 3bicsocsi)er)—
ArbyW e sin 0((Bb1((bao + g2)bi — baogs + gscr — czog1) — Brby (M7 (b3 + (b1 + c30 + €1)
bao + (c30 — €2)b1 — cres + czoe1) + Pr((ha + bag + b3)ey + bihg — baghy — c3ohy)) + M3(
b3 + (2¢30 — di)bao + bidy + c1ds + 3y — cs0d1)by — by M7 ((f3 + as — bag — cs0)cr + fabr—
fi(bao + €30)) Py + (kaby + (c30 + ks)cr — ky(bag + €30) ) Pib1)W + Brbibyyr — Prey(bar+
c31) + Mrcso(bay + 2¢31)) — v/—by A7r2b2 A7 cos 0 sin? 0(((—as + by + c30 — f3)b1 — bag(hs
+b20 4 b3))cF 4 ((bao(f1 — ha) — (2ks + 2c30 — f1)c30)b1 + baohi (bao + c30) — fobf)er+
201 c30(—kaby + ki (bao + c30)) + by (Brky — Mzks)) + /—bi Az W3 cos 0((B3b3 g, + B2((by
—byo + €1 — go) My — Prhy)b? — Brby (M2 ((bao + 30 — di + €2)by — bag(bag + €30)) + Mo (
(c1+ fi = ho)by — bagcr) Py — Prbiky) — Mybi(MZdy — M7 Pr fo + P2ky))W — B Mz (
3ba1 + 2¢31) + MZ((2bag + c30)ba1 + 2b90c31) + M7 Prbaicy) + r(((—B2by (b3cy + by(cre1+
czoh1) + 2baocig1) + Brbi (M (((bao + 30 — 2d1 + €2)b1 + bao(bao — €1 + 2g2))er + bicao(
ha — f1)) + Pr((c] + c1fi + 2¢30k1)b1 + baocrha) + Az((hs + bao + bs)ey + brhy — baghi—
csoh1)) + MZ((2d2bT + bibages — b3y (bao + c30))c1 + bicsof2) + Mz (b A7 ((fs + as — byo—
cz0)c1 + fabr — fi1(bag + ¢30)) — Pr(b35¢% + (b3 f2 + bibaoha)cy + 2b3c3oks)) — 20y A7 (kaoby
+(c30 + kz)er — ki(bao + €30)) Pr)W + 2Brbibarcy + 2B7bicicsy — Mybyobaicr — 2Mzbyocy
31 + Arbarcy + Aqzciest) cos? 0 — A7 ((Br((hs + bag + b3)ey + bihy — hy(byg + ¢30))b1 + by
M7 ((fs + a3 — bag — cz0)c1 + fabr — fi(bao + c30)) — 2(kaby + (30 + kz)er — ki(bao + c30)
)Pro))W + c1(bar + ¢31)))biv/ =i Azer) = Fi(0,r, W),
eV =bi A7
i A?
+(f1 = ha)er + 2e30k: )by + b3gci(c1 — hy)) — /—=bi Azerr sin (Wb (Br((c1 — hy)bao + by
ha) + M7((—c1 — f1)bao + fab1) — 2P7(biky — baok1)) + c1b21) — bierr cos 0((Br((baocr —
c1ea — C30ha)bT + bao(—baoc1 + (=292 + er)er + czoha )by 4 2050c191) + (b3c1 — e1(br—
c30 — e1)by + bi((—cs0 + 2d1 — ea)cr + ficso)bao — b3 (2c1da + cs0f2)) M7 + Pr((cofot

(A7b%’l"2 Sil’l2 0([)1]@2 — bgok’l) =+ 4/ —b1A7b1T2 cos 0 sin 0((01f2 + 26301’62)[)? — bgo(C%
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2030k2)b3 — bao(c2 + (f1 — ha)er + 2¢30k1)by + b3ger(c1 — hy)))W — bagbarcy) — byir? cos? @
((c3dy + cresofa + Aoka)b3 + ((e2 — d1)c? — c30(f1 — ha)cr — k1c3y)baob? + ((go — €1)c1—
cs0h1)bagciby — bygcigr) + (Brbict (M7 (b3, + (b1 + 30 + €1)bag — brez) + Pr((cr — ha)bag
+b1hy)) — M7ciby (b3 4 (c30 — di)bag + bida) + by M7 Pr(faby — bag(cr + f1))cf — Pibici(
bika — baok1) — B2((b2o + g2)b1 — baogg1 )by )W? — bay Bbag M W) = Fy(0, 7, W),

(3.32)
Maintenant, nous calculons les intégrales (3.5) et nous obtenons
rv—Azb: (W + N Ror? + D;W? 4+ CW)y/—Azb
fl(r,W>:_ 7 1( 72 7)’ fQ(T,W): ( 7 7 5 27 ) 7 1'
2c1 A7 2c1 A7

Le systéeme fi(r,W) = fo(r, W) =0 a une solution unique (r*,W*) avec r* > 0, a savoir

N Y e

Ty R; T )

si Tr > 0, Ry(C7N;T; — DyN2?) > 0 et le jacobien (3.6) en (r*,W*) est —byN;(C7yTy —
N7D7)/(2A$C?T7) 7é 0, ol

N7 = —((as(ba1 + c31)c1 + c30((bao + €30)b21 + €30¢31))b1 + bagbscicsi)cq,

Cr = —25216%20]\47;

Ry = Azb3(biky — bagky) — by ((c3da + crc30 f2 + k)b + ((—dy + €2)ct + c3o(ha — f1)er — Ky
c30)ba0b? + 1030 ((g2 — er)er — caoha)br — b3ocin),

D7 = 2b16; B7(Mz(bsy + (b1 + ¢30 + e1)bag — brea) + Pr((c1 — ha)bag + biha)) — 2MZ (b3, + (cs0
—dy)bao + bida) by + 2¢3by (b1 f2 — bao(cr + f1)) Mz Py — 2b1¢3 P2 (b1 ko — baoky) — 2B2c3(
(b2o + g2)b1 — b2og1)b1,

T; = B2by(b3c; + bi(cieq + c30hy) + 2bygcig1) + Brbi(A7((bag + b3 + hs)ey + bihy — byghy—
csoht) — Mz (((bao 4 c30 — 2dy + e2)by + bao(bao — €1 + 2g2))c1 + bicso(he — f1)) — ((ci+
c1fi + 2cs0k1)by + bagcrhy ) Pr) — MZ((2b7ds + bibaoes — b3g(bao + c30))c1 + bicsofo)+
Mz (Pr(b3gct + (b7 f2 4 bibagha)cy + 207 csoks) + biAz((as — bao — c30 + f3)er + bifa — fu
(bao + €30))) — 201 A7 (bika + (30 + ks)er — ki(bao + c30)) P,

alors, selon le Théoreme 3.2.1, pour e > 0 suffisamment petit et en revenant sur les changements
de variables, le systeme (3.32) a une solution périodique (X (t,e),Y (t,¢), Z(t,€)) qui tend vers
Uéquilibre (0,0,0) lorsque € — 0. Par conséquent, il existe une solution périodique partant du
point d’équilibre de zéro-Hopf (1,1,1) lorsque € = 0. Cela achéve la démonstration du Théoréme
3.1.1 sous la condition (vii).

Exemple 7. Considérons le systéeme de Kolmogorov
t= zlz+y—2z+(@—-1P2+@-DF-1)-(y—-1)°+(=-1)%),
v= y(2z+y+z+@x—-1) +@-DE-1)+ @y -1+ (z-1)%, (3.33)
= 220 -2—-y+z2+(@—-12+@w-12+@y—-1D(E-1)+(=-1)7%.
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Ce systéme dans les variables (X, Y, Z) s’écrit
X= (X+D)X2+XY +6Xe-Y2+22-2X4+Y —27),
V= (YH+)(2X +4Y —82)e —2X +Y —2Z + X? + XZ +Y? + 7?),
Z= (Z+D)(X2+Y?4+YZ+ 2> -TZ2:+2X - Y + Z).

Les deux composantes correspondant au systéme (3.32) dans ce cas sont

2

Fi0,r,W)= —%(3 cos?(0) + 7 cos?(0) sin(f) + 5sin®(6) — 7 cos(6) sin?(9)) — %(sin(@) cos(6)
r(12W — 26) + r((—10W — 10) cos?(0) + 3W + 6)) + sin(0)W (—=3W + 2)+
cos(O)W (TW + 2),

F0,r,W) = —%(COS(@) sin(0)r? + cos?(0)r? — sin(0)r(W — 8) — cos(0)r(—9W + 8)) — 6>
+4W.

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le systeme

r(4W — 2) 2

filr W) = === =0, fo(r, W) = —6W” — % AW = 0. (3.34)

Comme dans l'exemple 1, nous avons deux bonnes solutions, (0,2/3) et (v/2,1/2). Les dé-
terminants (3.6) en ces solutions sont respectivement —2/3 et 1. Ainsi, le systéme (3.33) a deux
cycles limites bifurquant du point d’équilibre (1,1, 1) en utilisant La théorie de moyennisation
au premier ordre. Nous représentons ces deux cycles limites bifurqués pour € = 107° dans la
Figure 3.7.

0.99994
0.99996
0.99998

1

1.0000:
1.00004

FIGURE 3.7: 1" L : X(0) =1 — 2¢/3, Y(0) =1 — 4¢/3, Z(0) = 1 + .
28me CL : X(0) =1 —¢(2v104+1)/2, Y(0) =1 — (/10 + 1), Z(0) = 1 + e/10/2.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (fi, f2) aux points singuliers (0,2/3) et
(v/2,1/2) sont respectivement (—4,1/6) et —1 avec multiplicité deux. Selon le Théoréme 3.2.1,
les cycles limites sont respectivement instable et stable.

Preuve 9 (Preuve du Théoréme 3.1.1 sous la condition (viii)) Maintenant, nous consi-
dérons le systéme de Kolmogorov (3.2) perturbé avec les parametres donnés dans la condition
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(viii). Nous translatan le point d’équilibre (1,1,1) a lorigine des coordonnées et le systéme
(3.2) devient
X = (X + 1)((—62 - Cgo)X + b1Y + ch + d1X2 + €1XY + leZ + g1Y2 + leZ + kle—
2631X€),
Y= (Y+1)(X2%dy+ XYey+ XZfo+ Y29y + Y Zhy + Z%ky + Xag + Yy + Zcy),

5 (Z+1) (((a2b1031 + (b + ¢30)bacar + c31(bacsg — bze2)) X 1
b102 - b201 blcQ - b2C1

((as(

b1030 — bgCl) —+ (bg + C30)(b2C30 — bgCQ))X) + ng + CgoZ + d3X2 + €3XY + f3XZ —+ g3

+ 631Z) €+

Y2 4 hyY 7 + k322>.
(3.35)
Nous écrivons la partie linéaire du systéme (3.35) avec € = 0 au point d’équilibre (0,0,0) dans
sa forme normale de Jordan réelle

\/(blcg — bgCl)A

0 - b102 — b201 0
\/(5102 - 5201)14 )
0 0
b1C2 — bgCl
0 0

ot A = —(—b;’cl + blb%CQ + bg(—ngclcg + b102630) + Cg<b1b362 — b301030 + blcgo) + ag(b%CQ — bgC% +
b101(630 — bg))) et (b102 — bgCl)A > 0.
Pour cela, nous effectuons le changement de variables

FL  FM  F
" FA FA A D%
v _ KVvFA FvFA 0 %
w EFA EFA 7
_ G H _ F
A A A
avec inverse A
&1
F — —-F
X chAF U
Y = K - —-K v
VAF ’
Z S o CgoA p w
F VAF

ol

E = CLQC% — blcg —+ 2b2€162 -+ C1C2C3p, P = CLle -+ b% —+ b2630, F = b102 — bgCl,

M = asbicr + bicacso + b3ey, K = ascy + bacy + cacso, H = bicgg — by,
G = bayczy — bse, Ag = —A,
L= agblcg + a92C1C30 + b%CQ + 2b2€2630 + 02030,

S = a2b101030 — agbgc% + blbgc% + blcgcgo + 6361030 - 2b2b361€2 — 636102030.
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En suivant les mémes étapes que dans le premier cas (1), nous obtenons le systéme

P =

(F4A8W COS Q(((Edg + L(bg + C30 — dl) + MdQ)F3 - KP(E(hg + bg)F—

£
F3AZE\/—FAg
LhiF + M(—bycrcs + Fhy)) + (E(KesF — P(Beso + (—bgea — 1 fs -+ )b + (ashy — by
Co)ez0 — agbsey + bicafs)) — KF(L(by 4+ e1) — M(ag + €2)) + PE(L(cy + f1) — M fo))F+
F(Egs — Lgy + M(by + 2)) K% — MK Pb 2 + P?F(E(ks + c30) — Lky + M)W — c31
F(EG+2FL)) — F2A2%sin® 0(((ag + ex)ca + 2c1ds + 30 fo) F* + KF3((ay + 2by + c30—
2dy + ez)er + (292 — by + 209 + 30 — €1)ca — c30(f1 — h2)) + (E(—=bacids + ((bids — byes)
co — c30(azbs + baf3))cE + ((brez — bags)cd + (—bscso + f3by — ba(hs + 2b3))cz0c — c3o(—
azby + ba(ks — ba)))cr + bica(gscs + cao(hs + bs)ea + 3 (ks + ¢30))) — K2((b 4 e1)er+
2¢og1 + c0h1)F — LF((—by 4+ di)ci + (b1 + e1)ca + csof1)cr + G391 + cacsohy + Boka)+
FM((ga + by + ¢30)c3 + ((ag + e9)cr + hacsg)ea + ciezofa + Cooka + 3dy) + S(ci fo + 3+
Cohy + 2¢30ke ) F)F — KS(c3 + c1f1 + cahy + 2c30k1) F) cos 0 + F? Agr? cos® O((F (Eds+
Mdy) 4+ L(by + c30 — di)F + (Ees — L(by + e1) + M(az + e2))K)F* + (F(Egs — Lg1+
M(by + g2)) K2 + S(E(F f3 + G(by + c30) + Has) — F(L(cr + f1) — M fo)) + KS(E(hs+
bs) — Lhy + M(co + hg)))F? + S*F(E(ks + c30) — Lky + Mks)) — F3Agr cos> 0(((2Eds+
OL(by + 30 — dy) + 2Mdy)F* + (E(2KesF — P(Ffy — Kby + Pesg)) + 2F(M(as + e5)—
L(by+e1))K + PE(L(c1 + f1) = M f2))F? + (2F(Egs — Lgy + M(by + g2)) K* — PF(E(
hs + b3) — Lhy + M(ca + hy)) K + S(E(F' f3 — Kby + Pcyy) — L(cy + fi)F + M foF))F+
SF(E(K (hy + by) — 2P (ks + c30)) — K (L1 — M(cs + ha)) + 2P(Lki — Mky)))W — F?
¢s1(E(P+ G) + 2FL) — EScy1 F) 4+ (—FAg)2 F3W sin 0((F3dy + (K (ag + by + ¢30 — dy
+eg) — Pfo)F? + (KP(cy — ¢+ f1 — hg) + P?ky — K?(by — by + €1 — o)) F — K3g1+
K2Phy — KP*k )W — 2F Kegy) + F*A2rsin? 0((((ag + ez)ca + 2¢1dy + c30.f2) F? + (K ((
as + 2by + c30 — 2dy + e2)cy + (2g2 — by + 2bg + 30 — €1)ca — c30(f1 — ha)) — P(ey fot
C2 + caho + 2c30k:) ) F — K2((by + e1)cy + 2¢2g1 + csoht) + KP(c? + c1 f1 + cohy + 2c30k:
NWW —2Kcier) + F3/—FAgA2r? sin® 0(((ga + ba + c30)c3 + ((ag + ea)er + hacgo)cat
crcs0fa + GBoka + Ada) F — ((—ba 4+ di)cd + (b1 + e1)c2 + 30 f1)er + c3g1 + caczoha + 3
k1) K) + F*/—F AgrAg cos 0 sin 0((2do F° + (2K (ag + by + c30 — di + €3) — P fo) F* + (
E(c3yP + F(2c1d3 + coe3 + c30.f3) — bscsoK) — 2K2(by — by + €1 — go)F + KP(c; — cot+
fi —ho)F — L((—2by — c30 + 2dy)c1 + (b1 + e1)ca + cs0f1)F + FM((as + e2)ca + 2¢1dy
+e30fa) + SfoF)F? + (E(K(cre3 + 2c2g3 + cso(hs + b3))F — P(S + F(c1f3 + cahs + ¢34
+2c30k3))) — F(2K3gy — K?*Phy + K(L((by + e1)c1 4 2¢ag1 + czoh1) — M((2bg + c30+
2g2)ca + (az + e2)cr + hacsg)) — P(L(cF + c1fi + cohy + 2¢50k1) — M (cqfo + &3 + coho+
2es0ka)) + S(K (1 — ca+ fi — ho) + 2Pks)))F — KSF(Khy — 2Pk;))W — Fegy (E(Hes
+Pcy) + 2F?K + 2Lc F)) — /= F Agr? F Ag sin  cos? 0(dy F® + K F(as + by + 30 — dy
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+e9)F + (E(c2yP + F(2¢1d3 + caes + c30f3) — bzezgK) — K2(by — by + €1 — g2) F — L((
—2by — 30 + 2dy)er + (b1 + er)ea + csof1) F + FM((ag + ez)ca + 2c1dy + 3o fa) + S fol)
F3 + (EK(cie3 + 2¢ag3 + c30(hs + b3)) — K3g, — K(L((by + e1)c1 + 2¢291 + c30ht) — M
(209 + c30 + 2g2)ca + (ag + e2)cr + haczg) + S(cr — co + f1 — ho)))F? + S(E(S + F(cy

f3 + cohs + 3y + 2c30k3)) — F(K2hy + L(c3 + c1 f1 + cahy + 2c30ky) — M (cyfa + ¢+ co

hg + 2630k2) — Skg))F — KSQk1F>> = F1(9,r, W),

W = m(FV —FAg?“ sin 6((—H02(Kb1(@201 + Cgohg) + PbQClhg) — GP(C% + le1—|—

Cohy + 2¢30k1 ) F + H((2b3c1co + (—2b1¢3 + c2(ag + e2))by — bica(ezo + 2g2)) K + P(—cy(
c1fa + €3+ 2c30ka)by + bica(caha + 2¢30ks))) + FG((by + €1)c1 + 2¢2g1 + c30h1) K + (3,

P + F(2c1d3 + coes + c30.f3) — b3cso K ) F? + (((—2by — c30 + 2d1)cy + (by + €1)ca + c30f1
JGF — FH((ay+ e2)ca + c30fa + 2¢1ds) + K (creg + 2¢293 + c30(hg + b3))F — P(S + F(
c1f3 + cahs + 3y + 2c30k3)) ) F — H(K(((—c30 — 2g2)ca — c30h2)ba + bicaes)cy — Pbica(cy
fo+ )W —c31(F(Hey + Pey) — 2Gey F)) — /—F Agr? cos 0sin 0((c3, P + F(2c1d3+
o3 + 30 f3) — b3csoK ) F? + F3(((—2by — c30 + 2d1)er + (b + e1)ca + c30f1)G — ((ag+
€9)Ca + c30fo + 2¢1do) H + K (cre3 + 2¢293 + c30(hg + b3))) + (KF(((by + e1)cr + 2¢091+
c30h1)G — ((2b2 + 30 + 2g2)ca + (ag + ez)cr + csoho)H) + S(S + F(cy f3 + cohs + 2o+
2c30k3)))F + SF((c} + c1fi + cahy + 2¢30k1)G — H(cy fa + &3 + cohg + 2c30k2))) — F Ag
r2sin? 0(F (c30S + (g3c3 + (cies + caohs)ea + oks + Ads + cieso f3)F) + ((—by + dy) 3
+((b1 + e1)ca + cs0.f1)e1 + G391 + cacsohy + Cgolﬁ)FG — ((by + g2 + c30) 3 + ((ag + e2)cn
+e30ha)ca + crcs0fo + ks + c3do) FH) — Frcos0((2d3F® — (P(F f3 — Kbs + Pegg)+
2F(G(by + 30 — dy) + doH — e3K))F3 + (F(G(2(by + 1)K — P(cy + f1)) — H(2(as+
e)K — Pfy) + K(293K — (hs + b3)P)) + S(F f3 — Kbs + Pcsg))F? + F?((2Gg, — 2H

(by + g2))K? + (S(hg + b3) — P(hiG — (ca + ho) H))K + S((c1 + f1)G — foH — 2P(k3+
c30))) + SF(G(Khy — 2Pk;) — H((cs + ha) K — 2Pks)))W — Fesy (SF — F2(G — P)))+
r? cos? 0(dzFS — F3(Gby + Gezg — Gdy + Hdy — Kes) + (KF((by + €1)G — H(as + e3)+
93K) 4+ S(Ff3 — Kby + Pcgo) ) F? + F3((Gg1 — H(by + ¢2))K* + S((e1 + f1)G — foH + K
(hs 4 b3))) + SF?((MG — (c2 + ho) H)K + S(ks + ¢30)) + S*F(Gky — Hks)) + (dsF° + (
—F(G(by + c30 — dy) + doH — e3K) — P(F f3 — Kbz + Pcso))F* + FH(G((by + e1) K — P
(1 + f1)) — H((a2 + e2) K — P fy) + K?g3 — K P(hs 4 bs) + P?(k3 + ¢30)) + F?(G(K?g,—
KPhy + P?ky) — H((ba + g2) K* — P(c2 + ha) K + P?ky)))W? + F'GWegy) = Fo(6,r, W).

(3.36)
En calculant les intégrales (3.5), nous obtenons
Fr(TsW + N, DgW? + Rgr® + CsW
ey = LR -y - AW S P+ W)
2AEVFA 2FAVFA
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Le systeme f1(r,W) = fo(r,W) =0 a une solution unique (r*, W*) avec r* > 0, a savoir

1 [CsNgTy — DgNZ N,
(T*’W*) — . 8 8 8 8 7 8 7
T3 Ry Ty

siTy > 0, Rg(DsN2—CgNgTg) > 0, et le jacobien (3.6) en (r*, W*) est Ng(CsTy—NgDyg)/(2Tx A3
FE)#0, ou
Ty = (2d3E +2L(by + c30 — dy) + 2Mdy) F? + (E(2Kes — Pf3) — 2K ((by + €1) L — M (as+
e2)) + P((c1 + fi)L — M fa) — ((az + ea)ca + 2dacy + cs0fo) As) F? 4 ((2Egs — 291 L+
2M (by + ¢2))K? — (P((cy + hy)M + Ehs — Lhy) + Ag((by 4 30 — 2dy + e3)er + (2g2+
by —e1)co + (—f1+ ho)cso — F + K))K + PAg(cyfa + ¢ + cohy + 2¢30ks) — E(P?c30—
Sf3) — S((e1+ fi)L — M f2))F + As((b1 + e1)er + 29162 + c30h1) K2 4+ (((ca + ha) M+
Ehs — Lhy)S — Ag(c? + ¢ f1 + cahy + 2c30k1) P)K — ((c30 + 2k3)E — 2Lky + 2Mk,)SP,
Dg = 2d3F® — (2(by + c30 — d1)G + 2doH — 2e3K + 2f3P)F* + (2G((by + 1)K — P(cy + f1)
) — 2(K(ag + e3) — foP)H + 293 K? — 2h3 PK + 2k3 P?)F3 + (2G(K%g, — K Phy + P?
ki) —2H ((ba + g2) K? — P(co + ho) K + ky P?))F?,
Ry = d3F® + (e3K — (by + 30 — d1)G — do H)F* + (K((by + €1)G — H(as + e3)) + gsK* + S
F3)F? + (b2 — g2) H + Gg1) K? — Ag(kscsy + (c1fs + cahs)eso + cids + cicaes + gac3)
+((e1 + f1)G + Khy — Hfs + Pc3y)S)F? + (GKShy — HKScy — HK Shy + ¢305? + 52
ks — Ag(G((dy — ba)ct 4 (b1 + e1)ca + csofi)er + gics + cacsohy + kicsy) — (b2 + cs0+
92)¢3 + (hacso + ci1(ag + €))ca + dy + ¢4 faczg + kac3g)H + Scag))F + S?(Gky — Hk),
Ny = —c31(EF(G+ P) +2F?*L — 2K Agc;, + ES),
Cs = 2F3Ges,
alors, selon le Théoréeme 3.2.1, pour e > 0 suffisamment petit et en revenant sur les changements
de variables, le systéme (3.35) a une solution périodique (X (t,€),Y (t,¢),Z(t,€)) qui tend vers
Uéquilibre (0,0,0) lorsque € — 0. Par conséquent, il existe une solution périodique partant du

point d’équilibre de zéro-Hopf (1,1,1) lorsque € = 0. Cela achéve la démonstration du Théoréme
3.1.1 sous la condition (viii).

Exemple 8. Considérons le systéme de Kolmogorov

= zx—24+y+(x—-12+ @ -1)(y—1)+ (2 —1)?),
= y(-22+2—y+z+(@—-12+@-)E-1D+@y—-1)>%*+(z-1)%), (3.37)
i= 2e—l-y+z+(@-12+ @y -1+ @y -1E-1)+(=-1)7.

Ce systéme dans les variables (X, Y, Z) s’écrit
X=X+1)X>+XY -2Xe+22+Y),
Y=Y +1)(X?+XZ+Y?+ 222X —-Y + 2),
Z=Z+D)(-2X42)e —2X =Y+ Z+X*+Y>+YZ + 7?).
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Les deux composantes du systéme correspondant associé au systéme (3.36) sont

F(0,r,W) = —%(\/5(—2 cos(0)W (12W + 4) — 4 cos®(0)r? + 2 cos?(0)r(10W + 2) + 14 sin(6)

V2W2 4+ 20sin?(0)rW + 8v/2sin®(0)r? — 2 cos(6) sin(6)v/2r(15W + 1)+
125in(0)v/2 cos?(0)r?)),

Fy(0,r,W) = —g(sin(ﬁ)\/ﬁr(w — 1) 4 cos(f) sin(#)v/2r? + 2sin?(0)r? — cos(H)r(—6W + 2)

—2W2).

Pour rechercher les cycles limites, nous devons résoudre le systéme

(—4W?2 +2r%)/2
8

W) = _7“(20W8—|— 2)v2 _ 0. ol W)= —

= 0.

Ce systéme a les solutions (0,0), (v/2/10,—-1/10), (—+/2/10,—1/10). Ici, nous n’avons qu’une
seule bonne solution, (v/2/10, —1/10). Le déterminant (3.6) en cette solution est —1/20. Ainsi,
le systéme (3.37) a un seul cycle limite bifurquant du point d’équilibre (1,1,1) en utilisant La
théorie de moyennisation au premier ordre. Nous représentons ce cycle limite bifurqué pour
€ = 107° dans la Figure 3.8.

1.00002

0.99994

1
200004

FIGURE 3.8: cL: x(0) =14 (1 + v2)/10, Y(0) =1 +&, Z(0) = 1 — £/10.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (fi, f2) en (v/2/10,—1/10) sont (—v/2 +
v/22)/20. Ainsi, ce cycle limite est instable.

3.4 Conclusion

Nous avons classé tous les équilibres zéro-Hopf des systémes de Kolmogorov de degré 3 dans
R3, voir la Proposition 1, obtenant huit familles de tels systémes de Kolmogorov exhibant des
équilibres zéro-Hopf. De plus, en utilisant La théorie de moyennisation du premier ordre dans
le Théoréme 3.1.1, nous avons caractérisé les cycles limites qui bifurquent de ces équilibres
zéro-Hopf. Enfin, nous avons fourni des exemples explicites des cycles limites bifurquant des
huit familles d’équilibres zéro-Hopf.
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Voici la photographie d’Andrey Nikolaevich Kolmogorov

-

Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903 - 1987 )
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Chapitre

Bifurcation zéro-Hopt dans un systeme
différentiel polynomial quartique dans R4
utilisant la théorie de moyennisation du 3°™€
ordre

4.1 Introduction

La théorie de moyennisation est une technique bien établie et sophistiquée qui nous permet
d’étudier le comportement des systémes différentiels non linéaires sous stimulation périodique.
L’histoire extensive de La théorie de moyennisation trouve son origine dans les contributions
classiques de Lagrange et Laplace, qui ont offert une justification rationnelle de la méthode. En
1928, Fatou a fourni la premiére formalisation de cette théorie [19]. Des avancées pratiques et
théoriques significatives dans le domaine de La théorie de moyennisation ont été réalisées dans
les années 1930 par Bogoliubov et Krylov [31], et en 1945 par Bogoliubov [6]. En 2004, Buica
et Llibre ont utilisé le degré de Brouwer pour étendre ’application de La théorie de moyenni-
sation dans I'analyse des orbites périodiques dans les systémes différentiels continus [14]. Pour

une introduction compléte & cette théorie, nous nous référons au livre de Sanders, Verhulst et
Murdock [49].

Un équilibre zéro-Hopf dans R™ avec n > 3 est un point d’équilibre isolé dans I’ensemble de
tous les points d’équilibre du systéme différentiel, ayant les valeurs propres +bi avec b # 0 et
la valeur propre 0 avec une multiplicité de n — 2.

Dans 'article [39], il a été prouvé que 2"~ solutions périodiques peuvent bifurquer a partir
d’un équilibre zéro-Hopf d’un systéme différentiel polynémial dans R™ pour n > 3 en utilisant
La théorie de moyennisation du premier ordre.

Les auteurs ont étudié la bifurcation zéro-Hopf dans les systémes différentiels polynémiaux dans
R? avec des non-linéarités quadratiques homogeénes. Ils ont utilisé La théorie de moyennisation
du troisiéme et du deuxiéme ordre dans leurs études respectives, comme indiqué dans les réfé-
rences |4] et [34]. Il a été démontré qu’un point singulier avec des valeurs propres de la forme
+bi et 0 peut donner naissance & un maximum de 10 cycles limites et un minimum de 3 cycles
limites par bifurcation.

Les auteurs dans [20] ont étudié la bifurcation zéro-Hopf dans les systémes différentiels po-
lynomiaux dans R* avec des non-linéarités cubiques homogénes, en utilisant La théorie de
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moyennisation du second ordre. Il a été démontré qu'un maximum de 9 cycles limites peut
émerger d’'un point singulier avec des valeurs propres de la forme +bi et deux zéros.

Les auteurs dans [17] ont examiné la bifurcation zéro-Hopf d’un systéme différentiel polynémial
quadratique en quatre dimensions en utilisant La théorie de moyennisation du troisiéme ordre.

Cet article vise a analyser le nombre des cycles limites qui peuvent bifurquer d’un point d’équi-
libre zéro-Hopf d'un systéme différentiel polynomial dans R* avec des non-linéarités homogénes
quartiques. L’analyse sera conduite en utilisant La théorie de moyennisation du troisieme
ordre. Plus précisément, nous examinons les systémes différentiels ayant la forme suivante

2
T = (a1€ + aze® + aze®)x — (b + bre + bae® + bse®)y + > € X;(x,y, 2, w),

j=0
2 .
U= (b4 bie+ bae® + b3e®)x + (are + ase® + aze®)y + > €Y;(z,y, 2, w),
=0 4.1)
2 (4.
Z=(cre+ e+ c3e¥)z+ > dZ;(x,y, 2, w),
§=0
2
w = (die + doe® + dze®)w + > eWj(z,y, 2, w),
j=0
ou
Xj (x, Y, 2, w) = ajoa:4 + ajlatgy + ajgx?’z + aj3x3w -+ aj4x2y2 + aj5a:2z2 -+ aj6$2w2 + aﬂnyz +

2 2 3 3 3 2 2
;8T YW + AjoT"2W + Aj10TY° + Q11727 + Aj12T2W" + Aj130Y° 2 + A14TY W +
2 2 2 2 4 3
a;15T2"Y + Q162 W + a17TW"Y + Aj18TW 2 + A;19TYzW + Aj20Y + a;nYy = +
3 2.2 2 2 2 3 3 2
jooWY” + Qjo3lyY 2" + AjosW Y~ + Ajos WY~ 2 + QjosY2” + Ajor WY + GjosWYz~ +

2 4 3 2.2 3 4
AjogW Yz + ;302 + ;31 W2 + A32W" 2 + a;33W" 2 + a;34W ",

Yi(x,y,2,w), Zj(x,y,z,w) et W;(x,y,z,w) ont la méme expression que X,(z,y,z,w) en rem-
placant aj; par bj;, cj; et dj; pour j =0,1,2 et 7 =0,1,...,34, respectivement. Les coefficients
i, bij, Cij, dij, a1, as, as, b, by, ba, bs, c1, ca, c3,dy, da, d3 sont des parametres réels avec b # 0. No-
tez que le systéme (4.1) pour € = 0 & l'origine a des valeurs propres £bi, 0, 0. Donc, pour € = 0,
lorigine est un équilibre zéro-Hopf.

Notre principal résultat est le suivant.

Théoréme 4.1.1 En appliquant La théorie de moyennisation du troisieme ordre, le systéeme
(4.1) a au plus 36 solutions périodiques bifurquant de l’origine lorsque € = 0, si et seulement si la
condition suivante est satisfaite : b((ag13+ 3bo21 + 3ao2 + bor) B+ & (apa + 3boe + 3aes +bes))? # 0.

Le théoréeme 4.1.1 est démontré dans la section 4.3 en utilisant La théorie de moyennisation
pour calculer les orbites périodiques. Un résumé des résultats de La théorie de moyennisation
dont nous avons besoin pour prouver le théoréme 4.1.1 est présenté dans la section 4.2. Nous
utiliserons le théoreme de Bézout. Ce théoréme donne le nombre maximal de zéros d’un systeme
de fonctions polynomiales.

Théoréme 4.1.2 (Théoreme de Bézout).
Soient P; des polynomes dans les variables (yi, -+, yn) € R™ de degré d; pouri=1, ---, n.
Considérons le systeme polynomial suivant

Pi(yla IR} yn>:O, Z:L e M

St le nombre de solutions de ce systéme est fini, alors il est borné par d; X dy X -+ X d,,.
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Consultez [52| pour plus de détails sur le théoréme de Bézout.

Corollaire 1 Considérez le systéeme

Sa3w
—zw? — 22% + w* + wlry — wlrz + wry? — 3wr+

b= —xed —(E+e+e+1)y—
2?yz + xy?z + xy2® + o,
= (E++e+ Dz —ye + 2w+ wdy + wyd + 3w + 23y + 2yt — y2? — wiyz + wrly+

wyz? + 1?yz,

41 23
2= —Ze3z + 222 + wy? + 2%y? + 2222 — 4w + 4wl — 3x%w? — 2w 4 2wt — ZZ4+
yt — 2t —waz — wy?z,
206 1331 60 1377
W= —76310 +wy?z + 222w + y?2? 4+ wy? + 5 w?2? + 22y — 71032 BT x222—

213 , , 347 ., 209 , 705 , .,
14xw 28wz—|—14w—|—14z +y + .
(4.2)
Dans ce systéme
ap7 = Q13 = Qg4 = Qois = Go17 = Qo0 = Q34 = b = by = by = bg = b1 = by = bog = bp22 =

boor = boag = Coa = Cos = Co20 = Cp23 = Co24 = doo = doa = dog = dp2o = doaz = dooa = dpas = 1,

asz = ap11 = Gg12 = Ao1g = bo2e = bo2g = Coo = Cog = Cp25 = —1,
bo2o = boza = co34 = 2,

apie = Cog = —3,

Co33 = —Co31 = 4,

ap3 — —5/3, b031 = 3, C3 — —41/4, Co30 — —23/4, Co3z2 — —2, d3 = —206/7, d05 = —1377/56,
d06 — —213/14, d030 — 705/14, d031 — —347/28, d032 — 1331/28, d033 — —60/7,

doss = 209/14, et pour les coefficients restants, ils sont tous nuls.

Ce systeme a huit solutions périodiques bifurquant de I’équilibre zéro-Hopf situé a l’origine des
coordonnées lorsque ¢ = 0.

Le Corollaire 1 est démontré dans la section 3.

4.2 Théorie de moyennisation du premier, deuxiéme et troi-
siéme ordre

Dans cette section, nous rappelons La théorie de moyennisation du premier, deuxiéme et du
troisiéme ordre telle qu’elle a été développée dans [14] et [37]. Cela sera 'outil principal pour
prouver le Théoréeme 4.1.1.

Théoréme 4.2.1 Considérons le systeme différentiel
2'(t) = €Gy(t, ) + EGy(t, x) + € Gs(t, ) + € R(t, x, ), (4.3)

0w G3,G2,G1 :Rx D —-R" R:R x D x (—€g,e5) = R sont T-périodiques dans la premiére
variable, des fonctions continues et D est un sous-ensemble ouvert de R™. Supposons que les
hypotheses suivantes (i) et (ii) sont satisfaites.

(i) Gi(t,.) € C*(D),Gs(t,.) € CY(D) pour tout t € R, G3,Go, Gy, R, D*xG1, D, G5 sont
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localement lipschitziennes par rapport a x, et R est deux fois différentiable par rapport

a €.
Nous définissons Gg — R™ pour k = 1,2,3 comme

1 T
Gio(z) = ?/ G1(s, 2)ds,
0

Gao(2) = %/0 [D.G1(s,2).11(s, 2) + Gafs, 2)] ds,
Gaule) = 7 [ Lyl 2 oM sl )4 57 o2, 2+ s, o 2)+
Gs5(s, 2)|ds,

ol

yl(s,z):/ G1(t, z)dt,
0

Ya(s, 2) = /08 [%(t, z) /Ot G1(r, z)dr + Ga(t, 2) | dt.

(i) Pour I C D un ensemble ouvert et borné et pour chaque € € (—eg,er) \ {0}, il existe
ac € I tel que Gip(ae) + €Ga(ae) + €Gso(ac) = 0 et dp(Gio + €Ga + €G30, I, a,) # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique (-, €) du systéme
(4.3) telle que ¢(0,¢) = a.

L’expression dp(Gig + €Ga + €2G30, I, a.) # 0 signifie que le degré de Brouwer de la fonc-
tion Gy + €Gao + €2G3o : I — R™ au point fixe a. n’est pas nul. Une condition suffisante pour
que I'inégalité soit vraie est que le jacobien de la fonction Gg+eGay+€2Gg en a, ne soit pas nul.

Si G n’est pas identiquement nul, alors les zéros de G+ eGag + €2G3g sont principalement
les zéros de G 1o pour € suffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent fournit La théorie
de moyennisation du premier ordre.

Si G1p est identiquement nul et que Gy n’est pas identiquement nul, alors les zéros de
Gho + €Gag + €2Glso sont principalement les zéros de Goy pour € suffisamment petit. Dans ce cas,
le résultat précédent fournit La théorie de moyennisation du deuxieme ordre.

Si G et G sont identiquement nuls et que G3g n’est pas identiquement nul, alors les zéros
de G1g + €Gy + €2G'3y sont principalement les zéros de G pour e suffisamment petit. Dans ce
cas, le résultat précédent fournit La théorie de moyennisation du troisieme ordre.

Pour plus d’informations sur La théorie de moyennisation, consultez [51] et [47].

4.3 Preuve du théoréme 4.1.1 et du corollaire 3

Preuve 10 (Preuve du Théoréme 4.1.1) Pour prouver le Théoréme 4.1.1, nous devons
écrire le systéme (4.1) sous forme normale pour appliquer la théorie de [’approzimation de
la Section 4.2. Premiérement, nous redimensionnons les variables, en fixant (x,y,z,w) =
(eX, €Y eZ eW).
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Deuziémement, en passant auz coordonnées cylindriques (X,Y, Z, W) = (acosf, asin@, 3, ¢).
Enfin, nous prenons ’angle 0 comme nouvelle variable indépendante. Ainsi, dans les variables
(o, B,€), le systéeme (4.1) s’écrit

= G1(6,0,8,6) + @G (6,0, 5,8) + G (6,0, 6,6) + O(e),
% = €G12(0, a, B, €) + EGan(0, v, B, €) + Gz (0, a, B, €) + O(eY), (4.4)
= Gua(6,,5,8) + (6, £,6) + G0, 5,6) + O(e).

o

0,08, =% (0,0, = P2

Gulb,08,0 =90, Gnlo,a,5,6)= P2,

Gis0,0.8.) =15, (.05, = TS

1
G310, a,8,6) = b—3(—52044(ao4 + bor — ag20 — boto — aoo) cos(8)® + (a(agr — agio + boo — bos+

bozo) sin(0) + (aoz — bor — ao1s + bo21)B + &(aos — bos — aora + bozz))*b? cos(0)* + (a((aor + oz
—ag21 — bois) B + &(aos + boz — aoz2 — bo1a)) sin(6) + (aos + bor — 2a020 — 2b010)* + (ags — agzs
—bo15) 3% + &(aog — aozs — boig) B + &*(aos — aoas — borr))a®b® cos(8)* + a(a((bos + ao10 — 20020)
o + (bos + ao1s — bozs) 3% + &(bog + aore — bozs) B + &% (bos + aor7 — bo2a)) sin() + ((bor + ao1z—
2b021) 8 + &(bos + ao1a — 2bo22)) @ + (ao11 — boze) B + E(ao1s — bozs)B* + & (aois — boo) B + £3(
agr2 — bozr))b® cos(0)? + (a(((aoa1 + bows) B + &(ao22 + bora))a® + (aozs + bor1) B + &(aozs + boie)
B? + & (aozs + bo1s) B + £ (aozr + bo12)) sin(f) + (aoz0 + boro)a* + ((ao2s + bois) 8% + &(aozs+
bo19) B + &% (aoza + bor7))® 4 aosa&* 4 a033E™ B + 7€ ans2 4 B>Eagst + Braos0)b? cos(0) + b*(a*
bozo + (B%bozs + BEbo2s + E%boaa)a® 4 E*bosa + E3bos3 B + §2bo32 B 4 Ebos1 B 4 bosoS*) sin(6) + a(
((Bboz1 + Eboaz)® + E3boar + BEbozg + B7Eboas + Bboas + as)b® + (—arby — azbi)b + a1b7)),

1 )
Gs2(0,0,5,6) = b—3(b2044(000 — Co4 + Co20) cos(0)* + 04352(CY(001 — ¢o10) sin(@) + (cog — co13)B + &

(co3 — co1a)) cos(6)? + (a((cor — co21) B + &(cos — oz2)) sin(6) + (cos — 2co20)” + (cos — Co23) 3
+&(coo — o25) 8 + €% (cos — Co2a))a?b? cos(0)? 4 (au(f*cors + BEcoro + a*coro + Ecorr) sin(6) + (
Beors + Ecora) @ + E3¢co12 + E2co1sB + Ecore 4 co118%)ab? cos(8) + a((Beoar + Econa)a® + E3coar
+&2co20 3 + Eco2sB? + co263%)b? sin(0) + (ot cono + (6%Cons + BEcos + E2coza)® + Frcozo + B3¢
coz1 + 7€ cosa + (§2coss + ¢3) B + E*co3a)b® — B(bica + bacy )b + Bbicy),

G33(9, a, ﬁ, f) = b—];))(b2054<d00 — d04 + dogg) COS(9)4 + Oé3b2(CY<d01 — dOlO) Sln(&) + f(dog — d014)+
B(doz — dprs)) cos(8)? + (a(&(dos — doz2) + B(dor — doz1)) sin(8) + (doa — 2doao)® + £ (dos—

do2a) + B(dog — do2s)& + 5% (dos — doaz))a?b? cos(0)? + (a(B%dms + BEdme + a*doio + E2doir)
sin(8) + (Bdois + Edora)a® + Edma + do1sBE* + doie52E + do115%)ab? cos(0) + a((Bdox + Edoza)
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o 4+ E3doar + Bdone€? 4 B2 dpasE + Bdoze)b? sin(0) + (a*dogo + (82 dozs + BEdo2s + E2dpas)a*+
Erdozs + BE3doss + S dpsa + (B3 doz1 + ds)€ + 54(1030)52 — &(bydy + bady)b + 5b%d1)-

On prenant

r=z = (a,8,),
t = 0,
Gi(t,z) = (Gu(0,,8,8),G12(0,, 8,€),Gi3(0, 0, B,§)),

t (
Go(t,z) = (Gaull, o, B,€),Gaa(0,, 8,€), Gas(0, o, B,5)),
t (G31<0705’675)7G32(97Q>ﬁ75)7033(97a767£))7
T = 2m.

. Le systéeme (4.4) devient équivalent au systéeme (4.3). En appliquant La théorie de moyenni-
sation du premier ordre au systéme (4.4), nous avons que g1 = (911, 12, G13), ot pouri = 1,2,3

1 21

qia, B,§) Gu(0,a,,€)db.

:%O

En effectuant ces calculs, nous obtenons que

( gul(a, B, &) = %7
q g2(e, B,€) = %a (4.5)
L 913(a7/87§) - f_zll

Comme nous recherchons des solutions (a*, *,£*) de g1(a, 5,€) = 0 avec a* > 0, la premiére
fonction moyenné ne fournit aucune information sur les solutions périodiques du systéme dif-
férentiel (4.4). Pour que la deuxiéme fonction moyenné puisse fournir des informations sur les
solutions périodiques du systeme différentiel (4.4), le premier systéme moyenné doit étre identi-
quement nul. Nous prenons donc a; = ¢; = di = 0, et on calculs la deuxiéme fonction moyenné.

Alors, a partir de (44); nous avons que gz = (921,9227923) = (921(@757@»922(04, 575)7923(047 /Baf))
est donné par

( 921(057575) = %7
922(057575) = % (46)
L ga3(av, B, ) = %

Par conséquent, le deuxiéme systéme moyenné (4.6) ne fournit aucune information sur les
cycles limites du systeme différentiel (4.4). Etant donné que le troisiéme systéme moyenné peut
fournir des informations sur les cycles limites du systéme différentiel (4.4), nous avons besoin
que le deuzieme systeme moyenné soit identiquement nul. Nous prenons donc ay = co = dy = 0,
nous calculons la troisieme fonction moyenné gs = (gs1, gs2, 933) = (g31(e, 5,€), gs2(av, B,§),
gss(a, 5,€)) et nous obtenons
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( 1
gs1(a, 5,€) = %(@(45?’@011 + 433boas + 45*Eaoie + 45%Ebozs + 3Balany + Bataps + fatbor+
38abar + 4BE%ams + 48%bo2g + 30 Eags + a*Eagia + o*Ebos + 302 Ebgas + 4E3
ao12 + 4&3boar + 8as)),
1
g32(a, B, &) = %(8540030 + 833 coz1 + 4% cos + 482 P ooz + 8% coza + 4B Ecoy + 4%
Co2s + 8B8E3 o33 + 3atcop + atcos + 3atcoan + 4a?E%cos + 4aPE%coas + 8 cozat
8503)7
1
gs3(a, B, &) = @(85465030 + 833¢dos1 + 4% adys + 45% oz + 8522 doga + 4Ba*Edgy + 46
Edpas + 8B&3doss + 3atdoo + atdos + 3atdosg + 40283 dos + 4aPE%dpas + 8 dp3s
L +8¢d3).

(4.7)

Pour rechercher les cycles limites du systéme (4.1) par la théorie de moyennisation, nous devons
calculer les racines réelles isolées du systeme moyenné (4.7) avec o > 0. Nous isolons o de
Uéquation gs1(a, B,€) = 0, et nous le substituons dans gs;(a, 5,€) = 0 pour i = 2,3. Ensuite,
nous obtenons deuz fonctions (hsg, hag) = (hsa(5,€), ha3(B,€)) données par

%(Co + C1BE% + CoBE° + C3B%E + Oyt + C5 8% + Co 7% + C7 876 + Cs B¢ + Cy5°
+C10&” + 01156)7
hss = %(Eo + B\ BE% + Eaf3E° + E3f3%E + Euf*E* + Es5f° + E¢5°6° + Er3*6% + B °6 + Eof°

+E108° + Enfﬁ)a

has =

ot
S = b((aos + 3bo21 + 3aoz + bor) B + &(aora + 3bozz + 3ags + bos))? # 0,

Co = 8a3(3co0 + 3coo + Coa),

C1 = ((—4cog — 4cons)aois + (—12co9 — 12¢025)bozz + (—12c09 — 12¢025)aos + (—4cog — 4cozs)
bos + (—4ag1s — 12bga1 — 12ag2 — 4bor)coos + (—4ao1z — 12bg21 — 12aga — 4bg7)cos + 8(
3co20 + 300 + Coa) (@018 + booo))as + c3(aora + 3bo2z + 3aos + bos)?,

Cy = ((—2cp9 — 2¢g25)ao14 + (—6cog — 6¢o25)bo2e + (—2ag13 — 6bo21 — 6age — 2bo7)co2a + (—
6cog — Gcozs )aos + (—2cog — 2¢025)bos + (—2a013 — 6bog1 — G6ag — 2bor)cos + 4(3co20+
3co0 + cos) (@018 + bozo) )ao12 + ((—2co9 — 2c025) @014 + (—6co9 — Gcozs)bozz + (—2a013—
6bo21 — 6ag2 — 2bo7)coza + (—6cog — 6coas)aos + (—2co9 — 2¢o25)bos + (—2a013 — 6bo21—
6agz — 2bor)cos + 4(3co20 + 3coo + coa)(ao1s + bo2g))boar + (@014 + 3bozz + 3aos + bos)(coss
ao14 + 3co33bozz + 2(—ao1s — bozg)co2s + 2(ao13 + 3bo21 + 3ao2 + bor)cosa + 3co33aos + bos
co33 — 2co6(ao1s + bozo)),

Cs = ((—4cog — 4coos)aois + (—4coas — 4cos)aoia + (—12co9 — 12¢025)bo21 + (—12cg23 — 12¢05)
boaz + (—12c9 — 12¢095)aoz + (—12c023 — 12¢05)aos + (—4cog — 4cozs)bor + (—4conz—
4cos )bos + 8(3coz0 + 3coo + coa) (@016 + bozs))as + 2¢3(ao14 + 3bozz + 3aos + bos) (ao13+
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C,=

3bo21 + 3aoz + bor),

((—2005 — 2cg23) @014 + (—6005 - 60023)5022 + (—6005 - 60023)%3 + (—2co5 — 20023)b08 + (
—2c09 — 2¢p25)a013 + (—6cog — 6coas)boa1 + (—6an2 — 2bo7)coas — 6agacos — 2borcog + 4(
3co20 + 3coo + coa) (@016 + boas)) oz + (6coo + 6co20 + 2c04)ag s + ((12¢o20 + 12¢00 + 4cos
)bozo + (—2c09 — 2¢025) @014 + (—6c09 — 6cozs)boza + (—6cog — 6cozs)aos + (—2co9 — 2¢o25)
bos — 2(co24 + o) (@013 + 3boa1 + 3aoz + bor))ao1s + ((—2co5 — 2co23)a014 + (—6cos—
6co23)bo22 + (—6cos — 6cooz)aos + (—2cos — 2c23)bos + (—2c09 — 2¢025)ao13 + (—6cgg—
6co2s)bo21 + (—6agz — 2bor)co2s — 6anacog — 2borcog + 4(3co20 + 3coo + oa) (@016 + bozs))
boar + (6cao + 6co20 + 2¢04)biag + ((—2c09 — 2¢025) 014 + (=609 — 6co25)boaz + (—6c9—
6cos)ao3 + (—2co9 — 2¢025)bos — 2(co2a + co6) (@013 + 3bo21 + 3aoz + bor))bogo + Co32a314+
(6co32a03 + 2a013C033 + 2bpsCos2 + 6co33boa1 + 6¢o32b022 + (—2a016 — 20028 ) Co24 + (6a02+
2bor)coss — 2¢os (@016 + bozs))ao1a + 9cos2b89s + (18cos2a03 + Gagscoss + 6boscosz + 18¢oss
boo1 + (—6agis — 6bo2s)co2s + (18age + 6bo7)coss — 6cos(aois + bozs))boaz + Icozaads + (
6ao13co33 + 6bogCosz + 18¢o33boar + (—6ag1s — 6bozg)coz4 + (18ao2 + 6bor)coss — 6cos(aoie
+Do2s) )ao3 + cos2bis 4 (2a013¢033 + 6¢033boa1 + (—2a016 — 2bo2s) coas + (6aoz + 20o7)coss —
2co6(ao16 + boas))bos + coza(aos + 3boa1 + 3aoz + bor)?,

((—4coa3 — 4cos)aors + (—12co23 — 12¢05)bog1 + (—12¢c023 — 12¢05) a0z + (—4cozs — 4cps)
bor + 8(3co20 + 3coo + coa) (@011 + boze))as + (aors + 3boz1r + 3aoe + bor)*cs,

((12c020 4 12¢0 + 4coa)aos + (12co20 + 12c00 + 4coa)boze + (—2¢06 — 2¢o24) @013 + (—2c09
—2c025) @014 + (—6cos — 6co24)boa1 + (—6cog — 6coas)bozz + (—6cos — 6coza)ao2 + (—6cog—
6cozs ) a0z + (—2cos — 2¢024)bor — 2bos(Cog + Cozs)) @016 + ((12c020 + 1200 + 4coa)bozs + (—
2c09 — 2¢025)a013 + (—2co5 — 2¢03) @014 + (—6c0g — 6co2s)boz1 + (—6cos — 6coas)bozz + (—
6cog — 6cozs)aoe + (—6cos — 6coos)aos + (—2co9 — 2co25)bor — 2(cos + co23)bos)aois + ((
12¢q90 + 12¢00 + 4coa)bo2g + (—2c06 — 2¢024) @013 + (—2c09 — 2c025) 014 + (—6¢os — 6co24)
boz1 + (—6cog — 6cos)bozz + (—6cos — 6co2a)aos + (—6cog — Gcozs )aos + (—2cos — 2¢04)
bor — 2bos(cog + Cozs))bozs + ((—2c09 — 2¢025)a013 + (—2c05 — 2c023) @014 + (—6cog — Geos)
boa1 + (—6cos — 6¢o23)bozz + (—6cog — 6coas)aoz + (—6cos — 6cozz)ans + (—2co9 — 2¢025)
bor — 2(cos + Coa3)bos)bozo + Co33adys + (2¢032a014 + 6cossbozr + 6cos2boza + 6coszaa+
6cos2aos + 2¢o33bor + 2b0scos2 — 2(cos + Co2s) (@012 + bozr) ) @013 + cos1ad1, + (6cos2bos1+
6co31bo22 + 6coz2a02 + 6031003 + 2032007 + 2b0gCo31 — 2(co24 + cos) (@011 + bozs) ) ao1a+
9co33bFa1 + (18cos2bozz + 18cossas + 18cos2a03 + 6cossbor + 6boscosa — 6(cos + Coo3) (ao12+
boz7))boa1 + 9c0310895 + (18cosaaoz + 18cos1aos + 6coszbor + 6boscost — 6(coza + cos) (@011 +
boas) )bo2z + Icossady, + (18cosaans + 6cossbor + 6boscosz — 6(cos + co23) (@12 + boar))age+
9Icoz1ags + (6cozabor + Gboscozr — 6(Coza + cos) (@011 + bozs) )aos + ossbir + (2boscosz — 2(
cos + Co23) (@012 + boz7))bor + cos1bGs — 2(co24 + cos) (@011 + boze)bos + 4(3co20 + 3coo + Cos)
(ao11 + bozs) (@012 + boar),
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Cr = ((—2co6 — 2¢024)a013 + (—6cos — 6¢o24)bo21 + (—6co6 — 6co24)an2 + (—2cos — 2¢o24)bor+

Cs

Ey =

En

(—2co9 — 20025)61014 + (—6009 — 6co25)bo22 + (—6aos — 2bog)cozs — 6agscog — 2boscog + 4(
ao1s + bo29) (3co20 + 3coo + Coa))ao11 + (6coo + 6coz0 + 2¢04)ad s + ((12co0 + 12¢020 + 4oy
)bozs + (—2co9 — 2¢co25)a013 + (—6cog — 6cozs)boa1 + (—6cog — 6cozs)aoz + (—2co9 — 2c025)
bor — 2(cos + co23) (@014 + 3bozz + 3aos + bos))ao1s + ((—2cos — 2co24)a013 + (—6cos—
6¢024)bo21 + (—6cos — 6co24) a0 + (—2c06 — 2¢024)bo7 + (—2c09 — 2¢025)a014 + (—6c09—
6025 )boaz + (—6aos — 2bog)co2s — 6aoscog — 2boscog + 4(ao1s + boze) (3co20 + 3coo + Cos))
boas + (6coo + 6co20 + 2¢04) a5 + ((—2c09 — 2¢025)ao13 + (—6cog — 6¢o2s)boa1 + (—6cg9—
6co25) a0z + (—2co9 — 2¢025)bor — 2(cos + Coa3) (@014 + 3bozz + 3ao3 + bos))boas + Co320513
+(6co32a02 + 2co31a014 + 2¢032007 + 6co32b021 + 60310022 + (—20018 — 2b029) Co23 + (6a03
+2bos ) coz1 — 2¢o5(ao1s + bozo) ) @013 + 9co32b8s1 + (18cosaaoz + 6cosiaoia + 6cozabor+
18co31b022 + (—6agis — 6boag)cozs + (18ags + 6bos)cos1 — 6cos(aots + bozg))boz1 + Icoz2ags
+(6co31@014 + 6co32b07 + 18c031b022 + (—6a018 — 6bozg)coaz + (18ags + 6bos)coz1 — Geos (
ao1s + bo29))ao2 + o32b3; + (2¢031a014 + 6co31bo22 + (—2a018 — 2b029)co23 + (6ags + 2bos)
co31 — 2¢o5(o1s + bozo))bo7 + coso(@o1a + 3bozz + 3aos + bos)?,

((—2c09 — 2co25)ao13 + (—6cog — 6coas)boa1 + (—2a014 — 6bo2z — 6ags — 2bos)cons + (—
6cog — 6cos)ao2 + (—2c09 — 2¢025)bo7 + (—2a014 — 6bozz — 6anz — 2bos)cos + 4(api+
boas ) (3co20 + 3co0 + Co4))aor1 + ((—2co9 — 2¢o25)ao13 + (—6cog — 6co25)bo21 + (—2a014—
6bo22 — 6ags — 2bos)cozs + (—6cog — 6coas)anz + (—2co9 — 2co25)bor + (—2a014 — 6boza—
6ao3 — 2bog)cos + 4(ao16 + boas) (3co20 + 3coo + coa))bozs + (Coz1@013 + 3co31bo21 + (—
2a016 — 2bo2s ) co2s + (2a014 + 6bo2a + 6ags + 2bos)coso + 3co31a02 + Co31b07 — 2¢05(a016+
boas)) (@13 + 3bo21 + 3aoz + bor),

(6co0 4 6co20 + 2¢04)adyy + ((12¢0 + 12¢020 + 4coa)boze — 2(a013 + 3boa1 + 3aoz + bor)(
Cos + Coa3) ) ao11 + 6coo + 6cozo + 2¢04) b0 — 2(a013 + 3boar + 3aoz + bor)(cos + Co23)boss
+(ao13 + 3boa1 + 3aoz + bor)*coso,

—4as((3bo22 + 3ao3 + bog + ao1a)co2a + (3bo22 + 3aos + bos + ao1a)cos — 2(ao12 + boar)(
3co20 + 30 + Coa)),

(6co20 + 6coo + 2¢04)agyy + ((12¢020 + 12¢00 + 4cos)bozr — (6bozz + 6aos + 2bos + 2a014)(
Co2a + Co6)) 012 + (6020 + 6coo + 2¢04) b7 — (6bozz + Gaos + 2bos + 2a014) (Co24 + Co6)
boz + co3a(3bo22 + 3ags + bos + ao1a)?,

8a3(3doz0 + 3doo + doa),

((—4do2s — 4dos)aos + (—4dog — 4doos)aoia + (—12dogs — 12doe)bo21 + (—12dgg — 12das
)bo22 + (—=12do2a — 12dog)aoe + (—12dog — 12dogs5)aos + (—4dozs — 4dos)bor + (—4dog—
4doas ) bog + 8(3do20 + 3doo + doa)(ao1s + bozo))as + 2ds(3ags + bog + aora + 3bo2z) (ao13+
3bo21 + 3apz + bor),

((—2doy — 2doas)ao1s + (—6dog — 6dnas)boze + (—2ap13 — 6bo21 — G6agz — 2bo7)do2s + (—
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E, =

6doy — 6dnzs)aos + (—2dog — 2dogs)bos + (—2a013 — 6bo1 — 6agz — 2bo7)dos + 4(3doz20+
3doo + doa) (ao1s + boze))aor2 + ((—2dog — 2doas)ao1s + (—6dog — 6do2s )bo2z + (—2ag13—
6bo21 — 6agz — 2bo7)doga + (—6dog — 6do2s)aos + (—2dog — 2do2s)bos + (—2a013 — 6bo21 —
6ao2 — 2bo7)dos + 4(3do2o + 3doo + dos)(ao1s + bozo))boar + (@014 + 3bo2z + 3aos + bos)(
doszao1a + 3dozzbozz + 2(—ao1s — boze)do2a + 2(ao1s + 3boz1 + 3aoz + bor)doza + 3dozzaos+
bosdozs — 2dos(ao1s + bozo)),

((—4dog — 4doas)ao1s + (—12dog — 12dpas)boz1 + (—12dog — 12dpgs)an + (—4dog — 4doas)
bor + (—4ao1a — 12boz2 — 12a03 — 4bog)dozs + (—4agia — 12boza — 12a93 — 4bog)dos + 8(
aoie + boas) (3dozo + 3doo + dos))as + ds(aois + 3boa1 + 3aoz + bor)?,

((—2dos — 2do23)ao1a + (—6dos — 6doa3)boza + (—6dos — 6doaz)aos + (—2dos — 2do23)bos+
(—2dog — 2dn2s)ao13 + (—6dog — 6do2s)boa1 + (—6age — 2bo7)dozs — 6agzdog — 2bordog + 4(
aos + bozs) (3dozo + 3doo + dos))aorz + (6dag + 6dozo + 2doa)agys + ((12dgo + 12doz0+
4doa)boze + (—2dog — 2dngs)ao14 + (—6dog — 6doas)boza + (—6dog — 6doas)aos + (—2dog—
2do25)bos — 2(dos + do24) (@013 + 3bo21 + 3aoz + bor))aois + ((—2dos — 2doasz)ag1s + (—6dos
—6do23)bo22 + (—6dos — 6doaz)aos + (—2dos — 2doz3)bos + (—2dog — 2do25)aoz + (—6dog
—6do25)bo21 + (—6an2 — 2bor)dozs — 6agadog — 2bordog + 4(ao16 + bozs) (3doz2o + 3doo + doa
))bozz + (6doo + 6dozo + 2doa)biag + ((—2dog — 2dozs)ao1s + (—6dog — 6dozs)bozz + (—6dog
—6dn2s ) aos + (—2dog — 2doas)bos — 2(dos + doz4) (@013 + 3bo21 + 3aoz + boz))bo2g + doz2
a1, + (6dos2aos + 2a013doss + 2bosdoza + 6doszsbozr + 6dosaboaz + (—2a016 — 2bo2s)do2a + (
6agy + 2007)doss — 2dos(aoie + bozs))aora + 9dozabiyy + (18dosaaos + 6agisdoss + 6bosdos
+18dnz3bo21 + (—6ao1s — 6bo2s)dozs + (18aoz + 6bo7)dozs — 6dos (@016 + bozs))bozz + Idozz
ags + (6ao13doss + 6bosdosz + 18doszbozt + (—6agis — 6boas)doza + (18aos + 6bor)doss—
6do6(ao16 + bozs))aos + dosz2bis + (2a013doss + 6dossboat + (—2ao16 — 2bo2s)doza + (6ag2+
2bo7)doss — 2dos (o016 + bozs))bos + dosa(aors + 3bo21 + 3ags + bor)?,

4az((6doo + 6dozo + 2dos)(ao11 + bozs) — (ao13 + 3bo21 + 3aoe + bor)dozs — (@013 + 3boo1+
3aoz + bor)dos),

((12doo + 12do20 + 4doa)aos + (12doo + 12dn20 + 4doa)boze + (—2dos — 2do2a)aois + (—
2dng — 2dpgs)ap1a + (—6dos — 6do24)bo21 + (—6dog — 6doas)bozz + (—6dos — 6do2s)ao + (—
6dog — 6do2s)aos + (—2dos — 2do24)bor — 2b0s(dog + doas))aoie + ((12doo + 12do20 + 4doa)
bozs + (—2dog — 2dp2s)ao1s + (—2dos — 2do23)aois + (—6dog — 6dnas)bo21 + (—6dos — 6do2s
)bo22 + (—6dog — 6doas)ao + (—6dos — 6dnasz)aos + (—2dog — 2do2s)bor — 2bos(dozs + dos))
aoig + ((12doo + 12do20 + 4doa)boze + (—2dos — 2do24)a013 + (—2dog — 2dogs)aois + (—
6dos — 6do24)boa1 + (—6dog — 6do2s)bozz + (—6dos — 6doz4)aoz + (—6dog — 6do2s)aos + (—
2dos — 2do4)bor — 2bos(dog + doas))bos + ((—2dog — 2doas)ao1s + (—2dos — 2do23)ao1 + (
—6dog — 6doas)boa1 + (—6dos — 6do23)bozz + (—6dog — 6dnzs)aoz + (—6dos — 6do2s)aos + (
—2dng — 2doas)bor — 2bos(dozs + dos) )bozo + dossagys + (2dos2ao1a + 6dossbozr + 6dos2bozs
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By =

+6doszaoz + 6dos2a0s + 2dossbor + 2bosdosz — 2(dozs + dos) (a2 + boar) ) aors + dos1ag,+
(6do32b021 + 6do31b022 + 6032002 4 6do31a03 + 2do32bor + 2bosdoszi — 2(dos + doz4) (@11 +
bozs))ao1a + dossbiy; + (18dos2boza + 18dossaos + 18dosaaos + 6dozsbor + 6bosdoss — 6(
dozs + dos ) (@12 + bo27))boa1 + 9do31b39 + (18dozaaoe + 18dnz1ans + 6dozabor + 6bogdozr —
6(dos + dozs) (@011 + boze))boz2 + 9Idossagy, + (18dosaaos + 6dossbor + 6bosdosz — 6(doas+
dos)(ao12 + boar))aoz + 9doz1ads + (6dozabor + 6bosdozt — 6(dos + doaa) (@011 + boze))aos+
dozsbyz + (2bosdosz — 2(dozs + dos) (a2 + bozr))bor + dos1bgs — 2(dos + doza) (@011 + bozs)
bos + 4(ao12 + bozr) (ao11 + boze) (3do2o + 3doo + doa),

((—2dos — 2dp24)ao13 + (—6dos — 6dn24)bo21 + (—6dos — 6doa4)aoe + (—2dos — 2do24)bo7
+(—2dog — 2do25)ao1a + (—6dng — 6doas)bozz + (—6ao3 — 2bos)dozs — 6dngans — 2dngbos+
4(3dozo + 3doo + dos)(ao1s + boze))aor1 + (6doo + 6dozo + 2dos)ag,s + ((12doo + 12dgz0+
4dos)boas + (—2dog — 2dozs)ao13 + (—6dog — 6dnas)bo21 + (—6dog — 6doas)ao + (—2dog—
2dya5)bor — 2(do2s + dos) (ao14 + 3bozz + 3aos + bos))aois + ((—2dos — 2do24) a1 + (—
6dos — 6do24)bo21 + (—6dos — 6do24)aoz + (—2dos — 2do24)bo7 + (—2dog — 2dp2s)aois + (—
6doy — 6do2s)bozz + (—6aos — 2b0s)dozs — 6dogaos — 2dogbos + 4(3dozo + 3doo + doa)(ao1s
+b029) ) bozs + (6doo + 6dozo + 2dos)bas + ((—2dog — 2dozs)aois + (—6dog — 6doas )boa1 + (
—6doy — 6dozs)aoz + (—2dng — 2doas)bor — 2(dozs + dos) (ao1a + 3bozz + 3aos + bog))bozs+
dog2adys + (6dozaaos + 2doziagra + 2dosabor + 6dosaboar + 6dozibose + (—2agis — 2bg2g)
dozs + (6ao3 + 2bos)dos1 — 2dos (ao1s + boze))ao1s + Idos2bia; + (18dosaaoz + 6dogiagia+
6doz2bo7 + 18do31b022 + (—6ao1s — 6bogg)doas + (18ao3 + 6bos)dos1 — 6dos(aos + bozg))
boz1 + 9dos2ady + (6doziaors + 6dosabor + 18doz1bozs 4+ (—6ao1s — 6boag)dozs + (18ags+
6bos)doz1 — 6dos (ao1s + Doze))aoz + dos2bf; + (2dos1ao1s + 6dosiboze + (—2a01s — 2bg29)
dozs + (6ag3 + 2bos)dos1 — 2dos (ao1s + boze))bor + dozo(aora + 3bozz + 3aos + bos)?,
((—2dog — 2doas)aos + (—6dog — 6doas)boa1 + (—2ao1a — 6boaz — 6ags — 2bos)doas + (—
6dog — 6doas)aoe + (—2dog — 2doas)bor + (—2a014 — 6boza — 6ags — 2bos)dos + 4(agis+
bozs) (3dozo + 3doo + doa))aorr + ((—2dog — 2doas)aois + (—6dog — 6dozs)boa1 + (—2a014—
6boz2 — 6ag3 — 2bog)doaz + (—6dog — 6dozs)aos + (—2dog — 2do2s)bor + (—2a014 — 6bo2a—
6aos — 2bos)dos + 4(ao16 + boas) (3do2o0 + 3doo + doa))bozs + (ao1s + 3bo21 + 3aoz + bor)(
doz1a013 + 3doz1boar + (—2ao16 — 2bozs)dozs + (2a014 + 6bo22 + 6ags + 2bos)dozo + 3doa:
agz + doz1bor — 2dos(ao16 + bozs)),

(6doo + 6dozo + 2dos)agy, + ((12doo + 12do20 + 4doa)bozs — 2(aos + 3bo1 + 3aoz + bo7)(
doas + dos))ao11 + (6doo + 6doan + 2doa)biag — 2(ao13 + 3boar + 3aoe + bor) (doas + dos)
boze + (@013 + 3bo21 + 3ao2 + bor)*doso,

((—4do2s — 4dos)aors + (—12doos — 12dog)boz2 + (—12dp2s — 12dog)aos + (—4dos — 4dos)
bos + 8(3dozo + 3doo + dos)(ao12 + bozr))as + (ao1s + 3bozz + 3aos + bos)*ds,

(6doo + 6dozo + 2dos)agys + ((12doo + 12do20 + 4doa)bozr — 2(aora + 3boz + 3ags + bos)(
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dos + do24))ao12 + (6doo + 6dp2o + 2do4)b(2)27 — 2(ap14 + 3boaz + 3ao3 + bos) (dos + do24)boar + (
ap14 + 3boa2 + 3aps + b08)2d034-

Par conséquent, il est facile de vérifier que le systeme (hso(5,€), ha3(58,€)) = (0,0) a au plus 36
solutions réelles selon le théoréeme de Bézout. Ainsi, les coefficients du systéme (4.7) peuvent
étre choisis de telle maniére que ce systéme ait 36 solutions réelles différentes de zéro pour
a > 0.

Soit (o‘z,B,@ une solution du systéme (4.7). Pour avoir un cycle limite selon la théorie de
moyennisation dans la Section 4.2, nous devons avoir

O0gs1 Ogs1 Ogsi
Ja  0f o0&
— Ogs2  0gsa 0932
Jda 0B  0¢ (a,8,6)=(&,8,
Ogss  Ogss  0gs3
Oa op 0&

£0. (4.8)

Ayl

)

En résumé, nous déduisons que le systéme (4.1) a au plus 36 cycles limites dans une bifurcation
de zéro-Hopf a l'origine, en utilisant la théorie du moyennisation d’ordre trois. Cela compléte
la preuve du Théoréeme 4.1.1.

Preuve 11 (Preuve du Corollaire 3) En effectuant le changement de variables (x,y, z, w) =
(eX,eY,eZ, eW), le systéme (4.2) devient

X = (— gX?’W FYZXE— XW3 Y XW2— ZXW2 +V2XW —322XW +Y2ZX +Y
Z?X—Z3X—X+W4+Y4—Y)e3—1f62—eY—Y,

Y = WA+ W3Y — WY Z+ WX + WY + WY Z? +3WZ3 + X3Y + X?Y Z +2Y*—
YZ2+ X - Y)e + X + eX + X,

Z = <Y222 +W2Y2 4+ X2Y2 4 X272 — A73W + 4W3Z — 3X°W?2 — 2W?2Z2% + 2W4—

23 A1
TSI Y X - 2 WY - XQZW>63,
. 1331 1
W= (WY?Z FX2IW 4 Y222+ WY 4 %I/WZ? +X2Y2 - 670W3Z _ %X2Z2—
213 347 206 209 705
X2 2 _ Z3 _ 4 Z4 Y4 X4) 3‘
XA S 2N = S2W A W 22 Y X )e

Nous écrivons ce systeme dans les coordonnées cylindriques (X,Y, Z,W) = (acos(f), asin(f), 5, &)
et nous obtenons

(= %(2@3(304 sin(f) — 38 — 4€) cos(0)* + 3a3(Bsin(f) — a) cos(0)3 + 3(a(B? — 4a? + £2)

sin(6) — 4£82 + 2028 — 263)a cos(0)? + 3(a* + &) cos(0) + 3(383€ + 2a* + 2£*) sin(0)+
Ba(=p% + 076 = B + a’¢ + &7 — 1)),
= %((6 cos(f)’a* + 3cos(0)*Ba® + ((8¢ + 683)asin(f) + 3&2 + 33? — 12a2)a? cos(6)>—

a
3a(—2asin(f) + B) cos(0)? + (a(128%¢ — 3Ba? + 6£3) sin(0) + 6a* — (382 + 3£2)a2+
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6 + 9¢83) cos(6) — 3(at + £*) sin(0) + 3a)e® + 3ae? + 3ae + 3a),
g = i(—40¢4 cos(0)* — 4a’t cos(6)? — 1602 cos(0)2€% — 238% — 16£83 + 4a? (% — 82 3% — 40?3

£+ 16838 + da* + 46202 + 8¢1 — 41P),
_ 3
£ = ;—6(56a4 cos(0)* + (—14333%a? — 56t — 908a%E?) cos(6)? + 56a' + 56(5% + BE + £2)a?

1282084 — 694E 33 + 2662£2 3% — 480633 + 8366+ — 1648¢).

Nous changeons la variable indépendante de t a 6, et en notant la dérivée par rapport a 6 par
un point, alors nous obtenons le systéme

Q= §(2a3(3a sin(f) — 38 — 4£) cos(0)* + (3a®Bsin(6) — 3a?) cos(0)® — 3(—a(B? — 4a? + &2
)sin(0) + 283 4 4£8? — 2a2B)a cos(0)? + (3at + 3E*) cos(0) + (963€ + 6a* + 6£%) sin(6)
+3a(=f% + %€ = B + a?E + € — 1)) + O(),

8= i(—40/1 cos(0)t + (—dat — 16a%€2) cos(0)? — 238 — 16633 + (4a® — 8€2) 3% + (—4a*E+

4
16€3 — 41) 8 + 86 + 46202 + 4at) + O(€?),

. 3
£ = ;—6(56044 cos(0)t — 1433a? cos(6)%5% — 56 cos(0)%a* — 9082 cos(0)?E? + 28208 — 694¢ 33

1560282 + 26626282 + 56£a% B — 480£3 3 + 56t + 56£2a% + 836¢4 — 1648¢) + O(€h).

Maintenant, nous appliquons la théorie du moyennisation d’ordre trois et nous obtenons que la
troisiéme fOTLCtiOTL moyenné 93(04, 6’ 5) = (931(0(, 57 g)a 932(0[, ﬁa 5)7 g33(a7 ﬁ) 6)) est

(

(8.6 = (& - &) -5 - 68 - 1)a,

gsa(a, B,€) = a4 — a? — 46f° — 2237 + 46°5 — £a?B + %o/* - %ﬁ - %64 +2¢4,
209 60£°8 N (532432 — 79602)£2 N (—1388033 + 1128a2 — 3296)¢ n

@54 B 13210232 n 7044'
\ 14 112 8

(4.9)
Pour rechercher les cycles limites du systéme (4.2) en utilisant la théorie de moyennisation,
nous devons calculer les racines réelles isolées du systéme moyenné (4.9) avec o > 0.

Nous isolons o? de ’équation gsi(«, 3,€) = 0, puis nous le substituons dans gs;i(a, 3,€) = 0
pour i = 2,3. Enfin, nous obtenons deuz fonctions (hsg, has) = (haa(5,£), hss3(5,€)) données par

B8 —98% +8
h3a = — a2
40
" 48135 — T7235¢ + 5023462 — 1408363 + 148%¢* — 53733 + 7282 — 126£2 + 392
33 — )

2832

s AP+ L BE+T)
v E
En résolvant le systéme (hsa(B,€), has(5,€)) = (0,0) pour («, 5,&) avec B # 0, nous obtenons

ol



CHAPITRE 4. BIFURCATION ZERO-HOPF DANS R* 67

les huit solutions réelles suivantes
{(4,1,1), (4v2,1,2), (2V14,1,3), (2v22,1,4), (V78,2,3), (vV114,2,4), (V158,2,5),
(13v/2,2,8)}.

Nous pouvons facilement vérifier que ces solutions sont des racines du systéeme moyenné (4.9).

Etant donné que les déterminants (4.8) pour ces huit solutions sont respectivement {126, —84,
147, —693, (—4095/2), 1197, (—4977/2), 53235} et donc non nuls, le systeme (4.2) présente
huit cycles limites bifurquant de l’origine, conformément a la théorie de moyennisation du
troisiéme ordre.

Cela compléte la preuve du corollaire 1.

4.4 Conclusion

Tout d’abord, nous avons identifié le systéme sur lequel nous travaillons, & savoir un sys-
téeme différentiel polynomial dans R* avec des non-linéarités homogénes quartiques. Nous avons
prouvé que ce systéme peut exhiber au maximum 36 cycles limites bifurquant d’une singularité
avec des valeurs propres de la forme Hwi, 0, et 0, en utilisant la théorie de la moyennisation
du troisieme ordre et le théoréme de Bézout. Enfin, nous avons appliqué un exemple sur ce
cas et obtenu un systéme contenant huit solutions périodiques bifurquant du point d’équilibre
Zero-Hopf localisé a l'origine des coordonnées lorsque € = 0, comme démontré dans la preuve
11 ( preuve du corollaire 1 ).



Conclusion et Perspectives

Dans cette these, a l'aide de la théorie de moyennisation du premier ordre, nous avons
prouvé qu'un systéme différentiel de Kolmogorov de degré 3 dans R?® peut avoir au plus deux
cycles limites qui peuvent bifurquer de ces équilibres zéro-Hopf.

Nous avons aussi prouvé qu’un systéme différentiel polynomial dans R*, avec des non-linéarités
homogénes quartiques, peut exhiber au maximum 36 cycles limites bifurquant d’une singularité
avec des valeurs propres de la forme : +wi, 0 et 0, en utilisant la théorie de moyennisation du
troisiéme ordre et le théoréme de Bézout.

Comme perspectives nous continuerons nos recherches sur I’existence de solutions périodiques
pour d’autres types de systémes différentiels modelisant des phénoménes en biologie, en phy-
sique, en mécanique, etc.

Nous comptons également faire des recherches sur les cycles limites pour les systémes différen-
tiels en rapport avec la deuxiéme partie du seizieme probléme de Hilbert, en utilisant la théorie
de moyennisation d’ordre supérieur.
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Annexe

Dans cette annexe, nous allons montrer les calculs qui nous ont permis d’obtenir les fonctions

GH, G12, G13, Ggl, GQQ, G23, G317 G32, G33 du chapitre 4 (VOiI‘ page 63)

Premiérement, nous redimensionnons les variables, en faisant le changement de variable
(x,y,z,w) = (eX,€Y,eZ, W) dans le systéme (4.1) et nous obtenons le systéme

X = (a220Y4 + (Wages + Xasip + 2@221)Y3 + (X20l24 + (Wagis + Zasns) X + W2ago,+

ZW agos + Z%a203)Y? + (X3a01 + (Waog + Zag:) X% + (W2agir + W Zagyg + Z%as15) X
+W3ag07 + ZW?a929 + Z°Wagas + Z3a226)Y + a0 X* + (Wass + Zage) X? + (W3ags+
W Zasg + Z2as5) X? + (W3agiz + W Zagis + W Z%ag16 + Z3a211) X + aszaW* + agssW?
Z + a935W?Z? + ag51 W Z3 + a2302%)€® + (a120Y* + (Waroe + Xario + Zaiar )Y+
(XZ%a14 + (Wais + Zayi3) X + W2ajo + ZWayos + Z2a123)Y? + (X3ay; + (Wags+
Zar7) X? + (W?2ai7 + WZang + Z%a115) X + W3arar + ZW?a129 + Z°Wanos + Z>a126)
Y + X0+ (Wars + Zaya) X2 + (W2ars + W Zayg + Z%a15)X? + (W3ag + W?Zayss
AW Z2a116 + Z%a111) X + Whagsy + ZW3ayss + Z°W2aysy + Z°Waysy + Z'ars0 )€+
(ao20Y™* + (Wagas + Xaoio + Zaga)Y? + (X?aos + (Waors + Zagis) X + Wags+
ZWagas + Z%a023)Y? + (X3agr + Wags + Zagr) X? + (W2agrr + W Zagr + Z2ag15) X
+W3agar + ZW2agag + Z°Wagas + Z3ages — b3)Y + Xagy + (Wags + Zag) X3 + (W?
aos + W Zagy + Z%ag5) X% + (W3agia + W2 Zagis + W Z%ag16 + Z3ap11 + a3) X+
Whagsy + ZW3agss + Z*W?2agzs + Z3Wagsy + Z1agso)e? + (Xagy — Ybo)e® + (Xay
~Yb)e? — €YD,

(baoX* + (Whag + Yoy + Zbao) X? + (Y2boy + (Whas + Zbar)Y + W2bog + W Zbog+
Z%by5) X? + (Y3010 + (Whara + Zby3)Y? + (W?ba1r + W Zbarg + Z2b15)Y + Wiba1o+
ZW?by1s + W Z2barg + Z%b211) X + baaoY* + (Whagy + Zbo1)Y? + (W2bgos + W Zbaos+
ZPbaa3)Y? + (W3haor + W2 Zbagg + W Z%baos + Z2bagg)Y + Wbasy + ZW3bass + Z2basy
W2+ Z3bgs i W + Z¥baz0)e® + (bioX* + (Whis + Ybi1 + Zb12) X3 + (Y2b1s + (Whis+
Zbi7)Y + W?2big + W Zbig + Z%b15) X2 + (Y3b110 + (Whi1a + Zbi1z)Y? + (W2bi + W
Zbi1g + Z%b115)Y + W3bi1p + ZW?b11s + W Z?b116 + Z3b111) X + bigoY* + (Whiaa+
Zb191)Y? 4+ (W3biog + W Zbrgs 4 Z%b123)Y? + (W3bror + W Zbrgg + W Z2b1os + Z%b126)
Y + bigaW? + ZbigsW3 + Z2W32bi30 + Z3b1;:W + Z*b130)€* + (booX* + (Whos + Ybor+
Zbo2) X3 + (Y?boy + (Whos + Zbor)Y + W2bos + W Zbgg + Z2bo5) X2 + (Y3bo10+
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(Whora + Zbo13)Y* + (W?bor7 + W Zborg + Z2bo15)Y + W3hora + ZW?bg1s + W Z?bgi6+
Z3bo11 4 b3) X + bo2oY ! + (Whoaz + Zboa1)Y? + (W2bgos + W Zbgos + Z%bga3)Y? 4 (W?
boz7 + W?Zboag + W Z?bogs + Z3bogs + as)Y + Wboss + ZbozsW? + Z2W2bosa + Z%boz
W + Z%g30)€® + (Xby + Yag)e? + (Xby + Yay)e + X0,

Z = (Z'%ss0+ (Weas + Xcony + Yeans) Z% + (coaW?2 + (Xeaig + Y eons)W + 223Y? + 25X
+co15XY) Z% + (co33W? + (Xca1s + Yeaog) W2 + (X9 + XY Co19 + Y2005 )W + o0 Y
020 X3 + cr X2Y + 013X Y?) Z + Whega 4 (Xearo + YVeoar) WP + (X296 + XY Co17+
Y2e000)W? 4 (X3¢o3 + XY o + XY 2010 + Y30o00)W + 20 X* + 01 XPY + 004 XY
210X Y + 220 )€ + (2130 + (Werst + X + Yerng) Z° + (c13W? + (Xeng+
Y)W + c15X? + 115 XY + 193V ) Z% + (c133W?2 + (Xeqs + Yerg)W? + (X2cpo+
XYeng + Y?eios)W + c10X? + c1r XY 4 c113XY? + 1 V) Z + c13aW* + (Xepno+
Yeror)W? 4 (X216 + XY er17 4+ Y2e100)W? + (XPe13 + X?Y 15 + XY 20114 + YV3190)
W+ 10X + i X3Y + cu X2V 2 + 110X Y3 + c100Y et + (Z4cp30 + (Wegsr + Xeon
+Y o26) Z* + (cosaW? + (Xcors + Yeoas)W + cos X2 + cors XY + co23Y?) 2% + (cozsW?
+(Xco1g + Yegan) W2 + (X2co9 + XY corg + Y2005)W + 0o X3 + o7 X2Y + 13 X Y2+
co21Y? + ¢3)Z + cosaW* + (X o2 + YVeoar) W? 4 (XZcos + XY corr + Yeoa) W? + (X
co3 + XY cos + XY 214 + Y3022)W + cu X2V 2 + oo X?* + co1 X3Y + c010X Y2 + o0
Y€ + ey Ze® + Zeye,

W = (dosaW* + (Xdars + Yooy + Zdogs)W? + (das X2 + (Ydor7 + Zdois) X + dasaY? + dang
Y Z + dy3o Z2)W? + (dg3 X? + (Ydos + Zdog) X + (YZdy1s + Y Zdorg + Z%d6) X + do
Y3+ dogsY2Z + doosY Z2 + dog1 Z2)W + doo X* + (Ydoy + Zdoo) X? + (Y2doy + Y Zdyy
+2Z2d95) X% + (Y3doro + Y2 Zdorz + Y Z2dors + Z3do1n) X + ZY3dooy + Z2dasY? + Z°
daoeY + Z'daz0 + dazoY)e® + (Whdyzy + (Xdino + Ydigr + Zdyzz)W? + (die X2 + (V
dir + Zdyis) X + dioaY? + diogY Z + diso Z*)W? + (di3 X? + (Ydig + Zdig) X? + (Y2
dirg + Y Zdyrg + Z2di16) X + Y3dioo + dios Y2 Z + d1asV 22 + disy Z2)W + dyo X' + (V
di1 4+ Zdio) X3 + (Y3du + Y Zdyr + Z%dis) X2 + (Y3diio + Y2 Zdy1s + Y Z2d1as + Z3dan)
X +Yidioo + Zdion Y3 4+ Z2d193Y? + Z3d1o6Y + Zdrz0)€* 4 (dozaW? + (Xdo12 + Yooy
+Zdo33)W3 + (doe X? + (Ydor7 + Zdyig) X + Y?dooy + doooY Z + doza Z%)W? + (dos X3+
(Ydos + Zdog) X? + (Y?dors + Y Zdorg + Z*dors) X + Y3dogs + doas Y Z + dossY Z* + doz
Z3 4+ dy)W + dooX* + (Ydor + Zdo2) X3 + (Ydoy + Y Zdor + Z2dos) X2 + (Y3doro + YV?
Zdors + Y Z%do1s + Z3donn) X + doaoY* + ZYdogy + Z2dogsY? + Z3doasY + Z'dozo )€+
doWe? + Wide .

(4.10)

Deuxiémement, nous passons aux coordonnées cylindriques en faisant le changement de
variable (X,Y, Z, W) = (acosf, asinf, 5,€) dans le systéme (4.10), nous obtenons le systéme
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&= (—(bar — aza0 — ba1o — ago + azs)ar’ cos(#)® — (—(aa1 — az10 + bao — bas + bazo)xsin(H)+
(bor + @213 — baa1 — a22) 0 + &(bas + G214 — baoa — ags))a® cos(0)* — (—((ba2 — agar — bars+
ao7) B + &(bag — a2o — bora + asg))arsin(0) + (—bar + 2ag90 + 2ba19 — a24)® + (azo3 + bars
—a5) 3% + E(an25 + b9 — a29) B + (a4 + barr — age))r? cos(0)® + (((baa + az10 — 20220)
o 4 (bas + az15 — b223) 8% + £(bag + 19 — b225) B+ €% (bas + az17 — baza))arsin(f) + ((bar
+a913 — 2b921) 8 + E(bag + aa1a — 2b222) )@ + (a211 — baog) B + E(a16 — b2os)B* + & (an1s
—b220) 8 + £ (a212 — baar) ) cos(0)? 4 ((((azar + ba13) B 4 E(azaz + ba1a))o® + (a6 + bar1)
B33 4 E(agas + baie) 3% + E2(aeg + ba1s) B + E3(aar + bar2))asin(f) + (asmg + barg)a*+
((aza3 + ba15) 5% + E(azzs + barg) B + £ (s + barr))a? 4 Eraggy + BEPagss + 2% azss + 37
Eagsy + Fagso) cos(0) + (bagoa® + (6°baas + BEbaos + E2ba24)® + Ebazs + BE bags + 267
basa + BEbag1 4 B*230) sin(6) 4 ((Bbaar + Ebazz)a® + E3baar + BE7bagg + F*Ebaas + °aze
Ja)e® + (—=(bi1 — ar20 — biio — a1o + a14)a* cos(0)® — (=(—bis — @110 + b1z + bro + an)or
sin(6) + (bir + a1 — bi2y — a12) 8 + E(b1s + ar1a — b2z — a13))’ cos(0)* — (—=((br2 — a1
—b113 + a17) B + E(b1s — ar22 — bi1a + ars))asin(@) + (—byy + 2a120 + 2b110 — ara)®+
(123 + bris — a15) 6% + §(a12s + brrg — a19)f + % (a124 + burr — a16))a® cos(0)® + (((brat
a110 — 2b120)0” + (b15 + @115 — b123) % + E(brg + ar19 — bras) B + &2 (bie + @117 — bioa))r
sin(f) + ((b17 + a1z — 2b121) 8 + E(bis + @114 — 2b122))® + (@111 — biag) 8% + (@116 — biss)
B? + € (ar1s — biag) B + 3 (an12 — bizr))a cos(6)® + ((((ara1 + bi1s)B + E(aras + biia))a®+
(a126 + D111) 8% 4 E(a12s + br16) 67 + £ (a129 + b11s) B + €3 (an27 + bria))asin(f) + (a120+
bio)ar 4 ((a123 4 b115) 8% + E(ar2s + b119) 6 + €2 (a124 + bi17))® + E'arss + BE arss + 7€
132 + °Ears1 + Brarse) cos(8) + (bizoa + (B2bias + BEb1as + E2bras)a® + E*biss + BEbiss
+6%E%b132 4 B°Ebisy + fb130) sin(0) + ((Bbra1 + Ebraa)a® + E3b1a7 + BEbrag + [7Eb1os+
33b126) )€ + (—(aos + bor — ao20 — boro — ago)a* cos(0)® — (—(aor — bos — ao10 + bozo+
boo)ax sin(6) 4 (—agz + bor + ao1s — boa1) B — &(aos — bos — ao1a + boaz) )’ cos(0)* — (—(
(aor + boz — ag21 — bo13) B + &(aos + bos — a2z — bora) ) sin(f) + (—aos — bor + 2a020+
2bo10)a® + (—ags + agas + bows) 3% — E(ag — aozs — borg) 8 — &% (aos — aoas — boi7))a’
c0s(60)® + (((boa + @010 — 2bo20)* + (bos + ag1s — bozs) B + &(bog + a1 — bozs) B + £ (bos
+ao17 — boas))asin(f) + ((bor + aors — 2b021)8 + &(bos + ao1s — 2bg22))a* + (aorr — bozs) 5°
+&(ao16 — bozs) 5% + & (aors — boze) B + £ (ao12 — boar) ) cos(0)? + ((((aoz1 + bors) 5+ €
(@022 4 bo1a))a® + (agzs + bo11) 67 + E(aoas + bos) 3% + £ (a0 + bors) B + € (aoar + bor2))ax
sin(0) + (aozo + boro)a* + ((ao2s + bows) B> + &(aos + bo19) B + % (ao2a + borr))a® + E*apaa
+a033E” B + (262 aos2 + °Eaos + B1agso) cos(8) + (bozoar® + (B2bozs + BEboas + §*bosa)
+E&%03s + BE3boss + 52E2bosa + 7oz + B bozo) sin(6) + ((Bboar + Eboze)a® + Eboar + BE?
bozo + B*Eboas 4 B%bozs + as)a)€® + aage® 4 eaay
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0’:

1 .
a(((am — ag10 + bao — bag + bagg)at cos(0)° + ((ba1 — azao — bato — Az + azq)asin(f)+

(oo — @921 — b1z + agr) B + &(bag — G222 — bars + ags))a® cos(0)* + (((bar + ag1z — baor—
a22) 3 + &(bag + G214 — bazy — agg))asin(f) + (bas + 2a210 — 2ba20 — 1) + (bas + az1s
—b223) 3% + E(b2g + @219 — baas) B + £*(bas + G217 — baoa))a® cos(6)? + (((2a220 + baro — a24)
o + (a3 — Qg5 + b215) 8% + £ (agas + barg — a29) 5 + &% (a224 + bary — azg))asin(f) + ((bars
—aa7 + 20221) 8 + E(ba1a — aos + 2a22) ) + (bar1 + a226) 8% 4 E(a2s + ba16) 57 + £ (a20+
—b218) B + € (ager + barz) ) cos(0)? 4+ (—a(((aais — baa1) B + E(az14 — bazz))o® + (ag11—
ba26) 3% + &(az1s — bazs) % + £ (az1s — bazg) B + &% (az12 — baar)) sin(6) + (—azi + bago)r’
+((—ag15 + baas) 8% — E(az1g — bazs) B — E*(az17 — baoa)) @ + Eboss + BE3bass + 5273y
+3%Ebaz1 + baso) cos(f) — (a'agzn + (6%azas + BEans + E2ans)® + Bagse + fEazs
+0°62ag32 + BEPag33 4 Elagss) sin(0) + ((—Pagar — Eaas)® — BPagas — a927E® — [*Eainas
—B€%a229))€® + ((—brg — @110 + b1z + bro + arr) o cos(#)® 4 (b1 — a120 — brio — a0
tais)asin(f) + (biz — arzr — birg + ai7)B + &(biz — ara2 — bi1a + ag))e® cos(9)* + ((

(bi7 + @113 — biar — a12)B + &(b1g + 114 — bizo — ar3))arsin(f) + (bua + 2a110 — 2b120—
a11)0® + (bis + ar1s — b123) 8% + E(b1g + a119 — b1a5) 6 + £2(bi6 + a117 — bras))a® cos(6)?
+(((2a120 — a14 + br10)® + (a123 — a15 + b115) 5% + (@125 + bi1g — a19) B + E*(ar24+

bi17 — a1g))asin(f) + ((—ar7 + bus + 2a121)8 + €(2a122 — a1s + b11a)) @ + (D111 + a1a6)
3% 4+ &(a12s + b116) % + &% (a129 + b11s) B + £ (@127 + briz))arcos(6)® + (—a(((a11s — bi21)
B+ &(arns — biz))a? 4 (ar11 — biag) B + &(ar1s — b12s)B* + £ (ar1s — biag) f + &% (ar12—
bia7)) sin(f) + (—a110 + bizo)a® + ((—a11s + b123) 5% — £(a119 — b1as) 5 — &% (a117 — bras))
o + Bbizo 4+ B°Ebis1 + B7Ebisa + BEPbizs + Eb134) cos(0) — (atargo + (62a123 + BEares
+&%a124) 0% + [larzo + BPEars + B arsy + BEParss + Eansa) sin(0) + ((—Faran — Eaizs)
o — P19 — 1978 — F*Earas — PEarg) )€’ + ((ao1 — bos — @10 + bozo + boo)or* cos(6)®
+((aoa + bor — @020 — boro — aco)rsin(f) + (aor + boz — @021 — bo13) 3 + &(aos + boz — aoz2
—bo1a)) a3 cos(0)* + (((—agz + bor + a1z — bo21) B3 — E(aps — bog — ag1a + boaz))arsin(6)+
(—ao1 + bos + 2a010 — 2bo20)® + (bos + ao1s — bozs) 3 + E(bog + a1y — bozs) B + &2 (bos+
aor7 — boza))a? cos(0)® + (((2ao20 + boro — aos)® + (bois — aos + aozs) B> — &(agy — aozs
—bo19) 8 — &*(as — aoas — boi7))arsin(f) + ((2a021 + bors — ao7)B — §(—2a022 — bo1s + aos
))a® + (borr + ao26) 3% + & (aozs + boie) 52 + % (anzo + bois) B + £ (aoar + bora))x cos(6)*+
(—a(((ao13 — bo21)B + &(ao1a — bozz))a® + (ao11 — boze) 3> + E(ao1s — bozs) B + £*(ao1s—
bo2e) 3 + £ (@012 — boar)) sin(0) + (—aoio + bozo)a* + ((—ao15 + bo2s) 5> — &(aoro — boas) B
—&%(ao1r — bo2a))® + E*bosa + BE>boss + F2E%bosa + BEboz + Bboso) cos(0) — (a0 +-
(B%a023 + BEagas + E2agza)a” + §'agss + apssE® B + B apsz + B°Eaos + Bapso) sin(F)+
((—Bagz — 561022)042 — Eagar — BEanz — [*Eacas — FPagzs + 53)61)63) + €®by +eby + b,
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b

(—(—ca0 + Caa — c220)a* cos(0)* + (—(—ca1 + car0)asin(B) + (ca2 — c213)8 + &(c23 — Co14))
a® cos(0) — (((caa1 — co7) B + &(Cany — cog) ) sin(B) + (—caq + 2¢200) 2 + (23 — C25) 2+
€(caas — €29) B + £ (224 — C26)) 0 cos(0)? + ((@ca10 + FCars + BEcarg + E2Carr)arsin(6)+
(Bears 4 Ecara)a® + E¢ara + E2cnsff + Ecaef° + ca118%)a cos(6) + ((Beaar + Ecana)a®+
Co27E” + E%Ca090 8 + ECaos8” + C263% ) v sin(f) + canoar® + (B%Ca03 + BEca05 + E2co04)0® 4 €7
Co34 + C233E° B + 23267 8% + 2316 3% + 2308%)€” 4 (—(—c10 + 14 — c120)a* cos(0)* + (—
(—ci1 + crio)arsin(@) + (c1z — c113) 8 + E(c1s — c114))o® cos(0)* — (((—cr7 + c121) 6 — E(cas
—C192))asin(@) 4 (=14 4 2¢120) 0% + (—c15 + 123) 37 — E(c19 — c125) 8 — £ (16 — C124) )
cos(0)* + ((a*crio + B%ci1s + BEcrig + Ecnir)asin(f) + (Beis + ciia)a? + Ecrnn + Ecuis
B+ &cieB® + cannfP)accos(0) + ((Beiar + Ecio)a® + c1976% 4+ BE 129 + Ec1985” + 12687 )
sin(f) + a'cio0 + (62123 + BEcras + E2c124)0® + Elerss + 13387 B + 15267 8% + c131£6°+
ci308t) € + (—(cos — co20 — coo)a* cos(0)* + (—(coro — cor)arsin(f) + (coa — co1s)B + &(cos
—co1a))a cos(0)? — (((—cor + co21)8 — E(cog — coza))asin(B) + (—cos + 2c090)® + (—cos
+co23) 3% — &(cog — Co25) 3 — & (cos — Co24)) @ cos(6)* + ((aPcoro + B%cors + BEcors + E2corr
Jarsin(6) + (Beors + Ecora) @ + co12€ + co1s€? B + cor6°€ + co118”)a cos(0) + ((Beoar + &
Co22) @ + Co27E” + €207 B + €% Cons + coz6 57 ) sin(B) 4 a*cozo + (B3cozs + BEcoas + §co24)
o 4 co303* + co31€ 8% + c0326° 6 + (§coss + ¢3) 0 + Elcosa) € + 2B + Peye,
(—(—dao + dag — dagg)r* cos(0)* + (—(—da1 + daro)asin(f) + &(das — dara) + B(daz — days)
)a? cos(0)? — ((&(daze — das) + B(daor — dar))arsin(B) + (—das + 2daz0)a® 4 & (doas — dag)
+8(dazs — dag)§ + % (dag — das))a® cos(6)® + ((a®da1o + fdars + BEdarg + §2dar7)arsin(h)
+(Bdas + Edara)a® 4 Edga + fdasE® + [Pdareé + Fdarr)acos(0) + ((Bdaor + Edaga)a’+
dy7€® + dazgBE” + daos f°€ + doe ) sin(f) + dagoa® + (6°daas + BEdaas + E2daos)a®+
dy3a€* + dass&®B + da326? 8% + dosi&5° + Bdaso)€® + (—(—dio + dig — dizo)a* cos(0)* + (—
(=di1 + diro)asin(f) + &(dis — dira) + B(dia — dis))a? cos(0)® — (((—dis + di22)€ — B(dy7
—dy1))asin(f) + (—dig + 2d120)0® 4 (—di + d124)E* — B(drg — dias)§ — 57 (dis — digs))
cos(0)? + ((a?di1o + f2diis + BEdirg + 2dnir)asin(f) + (Bdiis + Ediig)a’® + E2dyiy + Bdyis
& + [%dyieé + BPdiar)acos(0) + ((Bdiar + Edia)a® 4 dior&® + BEPd129 + FPd12sE + (P diag)
asin(@) + a'diy + (6°dias + BEdias + E2diaa)0® + diza€* + di33€®B + di38 6 + di31E5°+
Bdyso)et + (—(dos — dozo — doo)r* cos(0)* + (—(doro — dor)arsin(0) + &(dos — dora) + (doz
—doi3))’ cos(0)® — (((—dos + doz2)§ — B(dor — doz1))arsin(f) + (—dos + 2dozo)a® + (—dos
+do24)6* — B(dog — doos)€ — B*(dos — doas))a® cos()? + ((Pdoro + F°dors + BEdore + &2
dorr)asin(0) + (Bdors + Edora)a® + E3dora + dors€ 5 + dorsSE + don ) acos(0) + ((Bdoa
+&dnga)a® + dogr€® + dozo&? B + £ doos + doe3°) v sin(8) + adozo + (6°doas + BEdozs + &
doga)® 4 doza€* + doss€® B + dosa&® 57 + (2dosy + d3)€ 4 BUdozo)€® + dae® + Edye .

(4.11)

Enfin, nous prenons I'angle § comme nouvelle variable indépendante. Ainsi, dans les variables
(o, B,€), le systéme (4.11) s’écrit
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CCll_Oeé - 6(;111(‘95 Q, 57 5) + 6267121 (97 «, B? 6) + 63G31 (97 o, 5’ £> + O(€4>’

a;)oze N (bas _bjlbl)a€2+

Z—z(—b2a4(a04 + bo1 — @20 — boto — ago) cos(#)® + (a(ao1 — ao10 + boo — bos + bozo) sin(6)
+(ao2 — bor — ao1s + bo21 ) B + €(aos — bos — aors + bozz))a®b? cos(0)* + (a((aor + boa—
ag21 — bo1s) B + & (aos + bos — aoaz — boia)) sin(f) + (aoa + bo1 — 2a020 — 2bo10)r* + (ags
—a023 — bo15) % + E(agy — aozs — bo19) B + £ (aos — aoas — borr))a?b? cos(6)? + a(a((bos
+a010 — 20020)” + (bos + ao1s — bozs) 3% + &(boo + @019 — bozs) B + £ (bos + a7 — bozs))
sin(6) 4 ((bor + ao13 — 2bo21) 6 + £ (bos + ao1a — 2bo22) ) + (@011 — boze) 3> + E(ao16—
bozs) 3% + &% (ao1s — boze) B + £ (ao12 — bozr))b? cos(0)? + (a(((aozr + bo1s) B + &(aoze+
boa)) e + (@026 + bo11) 3% + & (aoas + bois) B + €2 (ao20 + bois) B + & (ao2r + borz)) sin(6)
+(ao20 + boro)r* + ((ao23 + bos) B + E(aoas + bo1o) 5 + € (ao24 + borr))a® + apsa*+
ao33E® B + B agss + B3Eaos + Bagso)b” cos(0) + b*(*boso + (5°bo2s + BEbozs + >bo2a)
a(a? + E*boss + 20033 B + E2bo323% + Ebos1 B + bosoS*) sin(6) + (8o + Eboze)a® + &
bozr + BEbozo + B7Eboas + (bogs + ag)b® + (—arby — asbi)b + a1b7)) + O(e?),

D o G0, 5,€) + ECn(6, 0, 5,6) + EGan(6, @, B,6) + O(Y,

do
. 13 + (beg — 5101)562+

b b?

@)

ﬁ(bQOfl(Coo — Coa + Co20) cos(0)* 4 a*b*(a(cor — coro) sin(0) + (co2 — co13) 6 + &(cos — Cona

)) cos(0)? 4 (a((cor — co21)B + &(cos — coz2)) sin(f) + (cos — 2¢o20)” + (co5 — co23) 5% + &
(cog — co25) B + £ (cos — Co4))®b® cos(8) + (a(B%cois + BEcorg + aPcoro + E2corr) sin(6)
+(Beors + Ecora)o® + E3cor2 + Ecorsf + Ecoref° + co118%)ab? cos(0) + a(Beozr + Ecozz)a®
+&3cozr 4 Eco0 8 + Ecoas B 4 Coz63°)0? sin(0) + (ot cono + (B%cozs + BEcozs 4 E3coar)a®+
Btcoso + (Ecost + B7Ecosa + (E3coss + ¢3) 8 + E*cosa)b® — B(bicy + bacr )b + Bbicr) + O(€Y),

de = eGi3(0,0,3,€) + Gas(0, a, B,€) + €G33(0, ar, B,€) + O(e).

do
d1§ (bd2 — b1d1)§
TE + T€2+

Z—z(b2a4(doo — dos + dogo) cos(0)* + a®b?(a(dor — doio) sin(8) + &(dos — dora) + B(doz—
do13)) cos(0)® + (a(&(dos — doze) + B(dor — doa1)) sin(0) + (dos — 2dg20)a® + E2(dos — do2s)
+06(dog — doas )& + 57(dos — dozs))ab? cos(0)? + (a5 dors + BEdorg + doro + E2dorr)
sin(f) + (Bdois + Edora)® + E3dora + dorsBE* + dore 526 + don f7)ab® cos(0) o (Bdoar + &
dogz)® + E3dgar + Biozo&” + [doasé + B2doge)b” sin(0) + (a*dogo + (8°doas + BEdo2s + &2
doga)o® 4 E*doza + BEdoss + 7€ dozz + (2dosy + ds)€ 4 B1dozo)b® — E(brda + bady )b+
¢bidi) + O(e").
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